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 Resumen y Abstract. IX
Resumen  
El cálculo es una de las ramas más importantes de la matemática, gracias a él se pueden 
formular modelos matemáticos precisos que permiten entender el mundo que nos rodea; 
su desarrollo ha contribuido con la solución de problemas importantes en diferentes 
áreas del conocimiento humano como la física, la química, la ingeniería, la astronomía, la 
economía, la navegación, las comunicaciones y la salud entre otras. Con la ayuda del 
cálculo, el hombre inició la conquista del espacio, así como el redescubrimiento del 
planeta a través de viajes submarinos en los cuales se necesita medir la resistencia 
máxima de las naves y los trajes utilizados por los buzos para descender a grandes 
profundidades. Una de las ideas centrales del cálculo es el concepto de derivada y 
aunque ésta se introdujo inicialmente para resolver problemas relacionados con la 
determinación de la recta tangente a una curva en un punto dado, pronto se pudo 
establecer que era una poderosa herramienta para estudiar el comportamiento de una 
función.  
Por otra parte teniendo en cuenta que vivimos en un mundo caracterizado por cambios 
continuos, el cálculo diferencial a través del concepto de la derivada permite entender las 
variaciones que ocurren en un fenómeno determinado. Hoy en día usamos la derivada 
para:  
• El análisis y trazado de curvas.  
• Hallar los máximos y mínimos de funciones. 
• Hallar la ecuación de la recta tangente en un punto dado. 
• Maximizar la producción y las utilidades en una empresa o minimizar los costos 
de operación. 
 
Palabras Claves: Cálculo Diferencial, Derivada, Curva, Función, Maximizar,  
Minimizar, Variación, Tangente.  
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Abstract 
The calculus is one of the most important branches of mathematics it allows to formulate 
mathematical models for the understanding of the world that surrounds us; its 
development has contributed to the solution of important problems in different areas of 
human knowledge as physics, chemistry, engineering, astronomy, economics, navigation, 
communications, health and others. With the help of calculus, the man began the 
conquest of the outer-space and the rediscovery of the world through submarine trips 
where it is necessary to measure the ultimate strength of ships and costumes used by 
divers to descend to great depths. One of the central ideas of calculus is the concept of 
derivative and although it was initially introduced to solve problems related to the 
determination of the tangent line to a curve at a given point, it soon could establish that it 
was a powerful tool to study the behavior of a function. 
Moreover given that we live in a world characterized by constant change, differential 
calculus through the concept of the derivative allows us to understand the variations that 
occur in a given phenomenon. Today we use the derivative to: 
• Analysis and contouring. 
• Find the maxima and minima of functions. 
• Find the equation of the tangent line in a given point.  
• To maximize production and profits in a company or minimize operating costs. 
 
Keywords: Calculus, Derivative, Curve, Function, Maximize, Minimize, Change, 
Tangent. 
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Introducción 
El cálculo diferencial es una de las herramientas más importantes que posee la ciencia 
para realizar sus diferentes investigaciones y descubrimientos. Aunque el cálculo se 
inventó inicialmente para resolver problemas de física y geometría muy pronto los 
matemáticos vieron su aplicación en otras ramas del conocimiento humano. Uno de los 
conceptos matemáticos que hace que el cálculo diferencial sea tan versátil es el de la 
derivada, gracias a ella es posible resolver una gran variedad de problemas que 
involucran variación instantánea de magnitudes, es así como la encontramos en múltiples 
campos del conocimiento humano como: 
• En matemáticas al establecer la pendiente de una recta tangente a una curva en 
un punto dado. 
• En biología al determinar la rapidez de crecimiento de una población. 
• En ecología al hallar la concentración y rapidez con la cual se propaga una 
sustancia contaminante en un medio determinado. 
• En medicina para establecer el ritmo de crecimiento de un tumor. 
• En electrónica al determinar las variaciones de voltaje en una corriente eléctrica. 
• En economía para hallar el crecimiento del ingreso anual de una familia  promedio 
o de un país. 
• En física al hallar la rapidez con la cual se mueve una partícula. 
 
Es por estas razones mencionadas que el concepto de derivada de una función es una 
de las ideas matemáticas fundamentales que debe conocer todo estudiante de último 
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grado de educación secundaria, sin embargo, a pesar de su importancia, existen factores 
que pueden llegar a dificultar el correcto aprendizaje de dicho concepto. Un factor que le 
impide a los estudiantes un adecuado aprendizaje de la noción de derivada de una 
función, es el tiempo que se le dedica a este concepto dentro del currículo de 
matemáticas en el último grado de educación secundaria, ya que según lo que he podido 
apreciar desde mi experiencia como docente de secundaria, la derivada se empieza a 
enseñar en el grado once al finalizar la asignatura de cálculo. Esto se debe a que los 
estudiantes deben iniciar el estudio de dicha  asignatura con temas como números 
reales, funciones, límite y continuidad. Es decir el tiempo que se le asigna a la enseñanza 
del concepto de derivada es relativamente poco, ya que es cuestión de un bimestre 
académico, tiempo que es insuficiente para que los estudiantes aprendan a derivar 
funciones y menos aun entender el significado de este concepto matemático y sus 
aplicaciones. 
Otro factor que puede incidir para  que el estudiante  no tenga una adecuada asimilación 
de este concepto es la falta de manejo en los prerrequisitos conceptuales tales como: los 
conceptos de variable, función, razón de cambio y límite de una función; si dichas ideas 
no están lo suficientemente cimentadas al comienzo del curso, el alumno no podrá 
entender apropiadamente el concepto de derivada y posiblemente solo se quede en la 
parte operativa de calcular derivadas sin darse cuenta que la derivada de una función es 
una potente herramienta matemática que se usa para resolver problemas de la vida 
cotidiana 
De acuerdo con Dolores, C. (2000) en su diagnostico acerca de la enseñanza y 
aprendizaje del cálculo diferencial en el estado de Guerreo en México, la mayoría de los 
estudiantes que terminan la educación secundaria comprenden los algoritmos para 
calcular el límite de una función o la derivada de esta, pero no entienden los procesos y 
el concepto que subyace dentro de estos. Las dificultades en el proceso de la 
enseñanza-aprendizaje del concepto de la derivada pueden aumentar si los estudiantes 
carecen de herramientas para plantear y solucionar problemas relacionados con 
variación, a pesar de que el origen de la derivada está relacionado con el estudio de este 
tipo de problemas. Las causas atribuibles a estas deficiencias según el autor antes 
mencionado son:  
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1. No hay correlación entre planificación y ejecución del proceso de enseñanza del 
cálculo diferencial relacionado con el aprendizaje de sus conceptos básicos. 
2. Existe escasa sistematización entre objetivos, contenidos y métodos de 
enseñanza. 
3. Hay excesivo contenido teórico, sin correlación con problemas físicos. 
4. Los textos de cálculo diferencial con los que se aborda este concepto introducen 
la derivada desde un punto de vista abstracto y solo se concentran en la 
presentación de algoritmos.   
Desde mi quehacer pedagógico en la institución donde laboro he podido establecer que 
cuando los estudiantes llegan al último grado de educación secundaria tienen ciertas 
deficiencias en temas fundamentales de la matemática como el manejo de operaciones 
básicas con números reales, reconocimiento de variables y por ende solución de 
ecuaciones lineales o cuadráticas, análisis e interpretación de problemas; además no 
poseen un adecuado conocimiento de temas relacionados con la geometría o la 
trigonometría que son importantes al momento de abordar los temas relacionados con 
variabilidad, funciones y por consiguiente la derivada de una función. 
Por las razones mencionadas anteriormente, este trabajo tiene como objetivo general 
plantear una propuesta didáctica para la enseñanza-aprendizaje del concepto de 
derivada de una función en el último grado de educación secundaria. Para llevar a cabo 
este trabajo se han planteado los siguientes objetivos específicos: 
1. Identificar los problemas que motivaron el origen o formulación del concepto  de la 
derivada de una función.  
2. Usar la razón de cambio como una de las ideas básicas que lleven al estudiante a 
la construcción del concepto de la derivada de una función. 
3. Plantear una serie de actividades en el aula de clase que contribuyan al 
estudiante en la construcción del concepto de derivada.  
4. Utilizar el programa GeoGebra como una ayuda didáctica que permita a los 
estudiantes comprender el concepto de derivada de una función. 
 
Existen propuestas pedagógicas para la enseñanza del concepto de la derivada, una de 
ellas corresponde al trabajo de grado elaborado por Yeimy Alexandra Lozano (2011) de 
la Fundación Universidad Konrad Lorenz quien en su trabajo titulado Desarrollo del 
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concepto de la derivada sin la noción de límite, hace una propuesta didáctica para la 
enseñanza de la derivada a partir del cociente de incrementos; dicha propuesta está 
dirigida a estudiantes de último año de enseñanza secundaria y  primeros semestres de 
educación superior y su objetivo es la apropiación y aplicación del concepto de derivada 
en diversos contextos. Esta propuesta  hace mención a algunos aspectos históricos 
sobre la derivada, en ella se exploran los problemas que motivaron el desarrollo del 
concepto de la derivada durante el  siglo XVII.  En este trabajo además se estudia la 
derivada como una razón de cambio a través de ejemplos que permiten que  el 
estudiante  entienda el concepto de la derivada de una función.  
En el artículo La comprensión de la derivada como objeto de investigación en 
didáctica de la matemática, de Sánchez Matamoros y García (2008) se analizan las 
dificultades que poseen los estudiantes de bachillerato y primeros años de universidad en 
la comprensión de la noción de derivada. Este trabajo revisa y organiza los aportes 
hechos en investigaciones relacionadas con Matemática Educativa, además identifica  
cuales deben ser los ámbitos que el docente debe desarrollar para generar en sus 
estudiantes una comprensión adecuada de la derivada de una función. 
De igual manera Dolores, C. (2000), en su artículo Una propuesta didáctica para la 
enseñanza de la derivada, realiza un estudio sobre los diferentes enfoques con que se 
ha abordado la enseñanza del cálculo diferencial en México y otros países de América en 
los últimos años. El autor,  además, expone las causas por las cuales los estudiantes que 
salen de los preuniversitarios en México (Educación Secundaria en Colombia) y que 
ingresan a la universidad no  comprenden el concepto de la derivada de una función. 
Teniendo en cuenta lo expresado en los párrafos anteriores la propuesta didáctica que se 
presenta en este trabajo busca acercar a los estudiantes de grado once al concepto de la 
derivada de una función utilizando actividades relacionadas con variables, funciones, 
razón de cambio, velocidad y pendiente de una recta; además se pretende usar el 
GeoGebra como una herramienta que permita a los estudiantes una adecuada 
comprensión de la derivada y específicamente de la recta tangente a una curva en un 
punto dado. 
En el primer capítulo de este trabajo se estudiarán las primeras aproximaciones 
realizadas por Pierre de Fermat (1601-1665) a mediados del siglo XVII para hallar el área 
máxima de un rectángulo, al igual que el método empleado por René Descartes (1596-
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1650) para hallar la recta normal a una curva. De igual forma se analizarán los estudios 
que hicieron Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) en el último tercio 
del siglo XVII para crear el concepto de derivada de una función.  
En el segundo capítulo se discutirán cuales son los preconceptos que debe tener un 
estudiante de secundaria para abordar el concepto de  derivada; además, se estudiará la 
razón de cambio como idea fundamental para introducir la derivada y la relación que 
existe entre ésta y la pendiente de una recta; para ello se utilizará el concepto de 
velocidad y velocidad instantánea; además se abordará la relación entre la razón de 
cambio y la pendiente de una recta.  
En el tercer capítulo se desarrollará la parte disciplinar del concepto de la derivada, allí se 
definirá formalmente la derivada de una función y se expondrán algunas de sus 
propiedades tales y la regla de la cadena. 
En el cuarto capítulo se desarrollará la propuesta didáctica en la cual se expondrán las 
diferentes actividades que debe desarrollar el alumno, las cuales buscan que éste se 
apropie adecuadamente el concepto de derivada. Las actividades están diseñadas sobre 
la base  de situaciones concretas que le faciliten al estudiante entender el concepto de la 
derivada de una función. 
  
 
1. Primeras aproximaciones al concepto 
de derivada 
De acuerdo con Grabiner, J. (1983) después de que los matemáticos europeos se 
familiarizaron con los trabajos desarrollados por los griegos y aprendieron el álgebra 
islámica, surge en Europa hacia el año de 1591 el álgebra simbólica, la cual se atribuye a 
Francois Viète (1540-1603) destacado abogado francés, que tuvo como pasatiempo el 
estudio de las matemáticas. Viète en su obra Introducción al Método Analítico trazó la 
línea divisoria entre la aritmética y el álgebra; allí propuso utilizar las vocales para 
representar cantidades que se suponen desconocidas o indeterminadas y las  
consonantes para nombrar los parámetros que se suponen conocidos o dados. Esta 
distinción entre el concepto de parámetro y el de incógnita fue un paso previo a la 
matemática moderna. Es así como Viète  presenta un álgebra nueva, dotada de símbolos 
tanto con respecto a sus operaciones como a  sus conceptos.  Con los aportes hechos 
por este matemático, el álgebra simbólica reemplazó al álgebra retórica y los procesos 
algebraicos verbales fueron substituidos por razonamientos simbólicos fáciles de 
comprender. 
 
La falta de un lenguaje matemático que permitiera hacer un estudio pormenorizado de las 
curvas limitaba el estudio de las funciones y con el surgimiento de esta nueva álgebra se 
abrió el camino para que Descartes y Fermat desarrollaran la geometría analítica.  
1.1 El método de Fermat para hallar máximos y mínimos 
Pierre de Fermat (1601-1665) fue un matemático francés que  procedía de una familia de 
comerciantes; terminó sus estudios en la Universidad de Tolouse en la Facultad de 
Ciencias Jurídicas para incorporarse más tarde en las tareas del parlamento local, 
primero como abogado y después como miembro del consejo. Aunque Fermat no fue 
matemático de profesión cultivó con gran pasión el estudio de ésta ciencia. 
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En 1636 circuló entre los matemáticos franc
Método para Investigar Máximos y 
desarrollo del concepto de derivada
solucionando un problema simple
(1983): 
 
Dado un segmento de línea dividirlo en dos partes, 
de ellos sea máximo. 
 
El proceso de resolución es el siguiente:
designemos las partes de 
respectivamente. 
El problema anterior es equivalente a
formado por los lados 	 y .
dos longitudes de sus lados, es decir
Á		
	
la derivada 
. 
eses una memoria de Fermat 
Mínimos, en ésta se da un primer paso en el 
 de una función. Fermat ilustró su método 
 el cual fue muy conocido en su época, Grabiner
de tal manera que el producto 
 Sea  un segmento y  su longitud
 como  y  cuyas longitudes son 
 
Figura (1.1.1) 
 
 encontrar el área máxima del rectángulo
 El área del rectángulo está dada por el producto de las 
: 
á
	  	      				1.1.1 
 
Figura (1.1.2) 
en el 
 
titulada  
, J. 
, 
 y    
  
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Fermat había leído en los escritos del matemático griego Pappus de Alejandría (290 aC- 
350 aC) que este problema tenía una solución única. Esta observación lo llevó a 
establecer su método el cual describiremos en los siguientes pasos: 
Paso 1. Supongamos que se encuentran dos soluciones:  
  y    la primera solución y  +   y    +  la segunda, con 	 ≠ .  
Paso 2. Al multiplicar las partes de la segunda solución se obtiene: 
 
	 + 			 		 + 	  	     +   							1.1.2. 
Paso 3. Fermat afirma que para que la solución sea única las expresiones (1.1.1) y 
(1.1.2), deben ser  ‘casi iguales’ o  ‘seudo-iguales’, es decir: 
   			≈ 			     +   								1.1.3 
Paso 4. Simplificando términos semejantes  de la expresión (1.1.3) se  obtiene: 
	 +  ≈ 				. 
Paso 5. Dividiendo por e  resulta que: 
 +  ≈ 			. 
Paso 6. Ahora Fermat dijo sin mucha justificación, suprimamos  para obtener:  
 ≈ 		  . 
Paso 7. Luego sustituye la adigualdad1  por la igualdad  
  				. 
Por lo tanto la solución buscada es: 
  		. 
                                               
 
1
 Boyer, C. (1986), entiende la “adigualdad” como una pseudo-igualdad que llega a ser igualdad 
cuando  se hace cero, e introduce el vocablo inglés pseudo equlity para traducir el término latino  
adaequalitas que era el usado por Fermat. 
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Esta solución hará que el área del rectángulo dada por la expresión (1.1.1) sea la 
máxima buscada. Lo anterior se puede traducir que dado un rectángulo de perímetro #, 
el cuadrado es el rectángulo de área máxima que se puede construir conociendo el 
perímetro. 
De acuerdo con Grabiner, J. (1983) Fermat no justificó por qué divide primero por   
tomándolo no nulo y luego lo desaparece tomándolo nulo. Más aún, parece que Fermat 
no entendió la relación entre el método de máximos y mínimos y el cálculo de las 
tangentes, pero dijo que este método, es decir el de sumar , operar algebraicamente y 
luego suprimir , podía ser utilizado para hallar tangentes.  
El método que utilizó Fermat para hallar máximos y mínimos se puede sintetizar en los 
siguientes pasos: 
Paso 1. Sea   una variable relacionada con el problema, en el cual se busca un máximo 
o un mínimo. 
Paso 2. La cantidad máxima o mínima se expresa en términos que contienen solo 
potencias de  . 
Paso 3. Se sustituye   por  +  y el máximo o mínimo quedará entonces expresado en 
términos de potencias de   y . 
Paso 4. Las dos expresiones del máximo o mínimo se hacen “casi iguales” o “seudo-
iguales”. 
Paso 5. Los términos comunes a ambos lados de la seudo-igualdad se eliminan. 
Paso 6. Se dividen todos los términos por una misma potencia de , de manera que al 
menos uno de los términos resultantes no contenga . 
Paso 7. Se ignoran (se hacen cero) los términos que aun contienen . 
Paso 8. Los restos se hacen iguales y la solución de la última ecuación dará el valor de  
que hace que la expresión tome un valor máximo o mínimo relativo. 
 
Este método empleado por Fermat, tiene ciertas similitudes y diferencias  con el proceso 
de hallar la derivada de una función que actualmente conocemos. Veamos cuáles son las 
similitudes:  
Si hacemos   $  y   ∆$ y la cantidad a maximizar o minimizar es &$, aplicando el 
método de Fermat y extrapolando se obtienen los siguientes resultados en los pasos 
empleados por Fermat 
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Paso 4.                                     &$ + ∆$ ≈ &$ 
Paso 5.                                     &$ + ∆$  &$ ≈  
Paso 6.                                      &$'∆$(&$∆$ 	≈  
Este último paso en el que de la seudo-igualdad se pasa a la igualdad por medio del 
concepto de límite se define hoy en día como la derivada &)$ de &$, esto es: 
                               &)$  	 
*+∆$→		 &$'∆$(&$∆$   . 
 
Las diferencias importantes entre este método y el concepto actual de derivada son: 
1. Fermat no pensaba en una cantidad como una función ya que él hablaba de 
cantidades máximas o mínimas. Es más, él no consideraba el área de un rectángulo 
como una función de la longitud de los lados. Es importante señalar que en esta época el 
concepto de función aún no estaba definido como lo entendemos hoy en día. 
2. No se hablaba de que   fuese una  cantidad infinitesimal, ni siquiera se decía que tan 
pequeño era. 
3. Fermat  en el paso 6 dividía por  y potencias de , cosa que no ocurre en la definición 
actual de derivada de una función. 
4. Los problemas de máximos y mínimos que resolvía Fermat son problemas de tipo 
geométrico, hoy en día la derivada se usa para resolver una gran variedad de problemas. 
 
Desafortunadamente Fermat nunca explicó la base lógica de su Método para Investigar 
Máximos y Mínimos con la suficiente claridad, por tal razón no fue aceptado de buen 
modo por los matemáticos de su época y fue criticado severamente por ser 
insatisfactorio. Pero para Fermat era más importante ver que el método funcionara que 
dar una demostración rigurosa de éste. Sin embargo, Fermat no se detuvo por las 
críticas, sino que extendió el uso de su método para hallar tangentes a una curva en un 
punto dado, como se muestra en la siguiente sección. 
1.2 El método de las tangentes de Fermat 
En el Método para investigar máximos y mínimos, Fermat determinó la tangente a una 
parábola. Es de aclarar que la tangente será conocida si dado el punto de tangencia, 
12 Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de 
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puede determinarse el punto de intersección de la
parábola. Para ello, Fermat procedía 
Sea  un arco de parábola cuyo eje es 
Supóngase el problema resuelto y 
arbitrario -  sobre .//// y traza el seg
de intersección de 0-//// con la parábola
tiene que ////  //// y 0////  0#//
Como el punto # está sobre la parábola entonces
desigualdad se tiene 
Ahora como los triángulos .-0	 y 
                                               
 
2
 Según Alarcón, A., Suescún, C. de la Torre, A. (2005),
en Las cónicas, de la siguiente manera:
de la parábola al diámetro, las rectas que determinan en este, del lado del vértice,  son entre sí 
como los cuadrados de las primeras rectas.”
la derivada 
. 
 recta tangente con el eje de la 
de la siguiente manera Grattan-Guiness. (
 
Figura (1.2.1) 
////, se trata de hallar la tangente en el punto 
que la tangente es .////. Fermat toma un punto 
mento 0-//// paralelo al segmento ////. Sea #
. Por la propiedad característica de la parábola //, por  lo tanto se tiene que:  
////0////  ////0#//// 						1.2.1	. 
 0-//// 1 0#//// luego 0-//// 1 0#////
////0//// 1 ////0-//// 							1.2.2	. 
.  son semejantes se tiene que  
////0-////  .////.0/// 										1.2.3	. 
 Apolonio estableció esta propiedad 
 “Proposición 1-20: Dos rectas trazadas ordenadamente 
  
en el 
 
1980):  
. 
  el punto 
2
 se 

, de esta 
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Elevando al cuadrado la ecuación (1.2.3) se obtiene 
//////	0-/////  	./////

	.0///// 							1.2.4	. 
De (1.2.2) y (1.2.4) se obtiene el siguiente resultado 
////0//// 1 	./////	.0///// 							1.2.5 
Si consideramos ahora que ////  $, .////  , 0///  		entonces la expresión (1.2.5) se 
puede transformar en  
$$   1    
lo cual implica que   $   1	$   y por lo tanto se tiene 
$  $ + $ 1 	$   
Fermat sustituyó la desigualdad por la adigualdad 	$  $ +  ≈	$  		. 
Utilizando el mismo método para el cálculo de máximos y mínimos y simplificando 
términos semejantes en la última expresión se obtiene 
$ +  ≈	 
Dividiendo por –  se tiene      $  $ ≈  . 
Haciendo    se obtiene  $ ≈  . 
Cambiando la adigualdad por igualdad se tiene  $   
Ahora como  .////    y ////  $ se tiene que ////  .////		 con lo cual queda determinada la 
tangente. 
El procedimiento empleado por Fermat para hallar tangentes se puede traducir en 
términos modernos de la siguiente manera: Sea 6  &$ una parábola cuya recta 
tangente es la recta que pasa por los puntos 	y	., véase la figura (1.2.1). Consideremos 
14 Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de la derivada en el 
último grado de educación secundaria. 
 
los términos ////  &$, 0#////  &$  , .////   y .0///    . Como 0-//// 	≈ 	 0#//// y por la 
semejanza de triángulos en la expresión (1.2.3) se tiene:  
&$&$       
Luego haciendo productos cruzados: 
&$    &$   
&$    &$  &$ 
Reorganizando términos: 
&$  &$  &$   
Despejando 	 tenemos: 
&$&$  &$    			1.2.6 
Dividiendo el numerador y denominador en el miembro izquierdo entre 		se tiene: 
&$&$  &$     
Simplificando  en la parte superior del miembro izquierdo se llega a: 
&$&$  &$     
y finalmente tomando límite cuando  tiende a cero se obtiene: 
lim→< &$&$  &$   =  lim→		 
Luego se tiene que: 
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&$
>?@→ &$  &$   
&$&)$  				1.2.7 
De donde 
&)$  &$ 							 
Luego la expresión (1.2.7) determina la pendiente de la línea tangente a la curva 6  &$ en el punto $, &$. 
Ejemplo. Si &$  $, usando el método de las tangentes de Fermat hallar la recta 
tangente en el punto $. &$; la expresión (1.2.6) quedará así: 
	  	 $	B$	– $  C  $
	$	–$ + DE  	  	 $	D  E				.			 
Suprimiendo  y simplicando  $	 en el numerador  y en el denominador de la expresión 
anterior se tiene que  	  		 $	 	.						 
Luego de acuerdo a la ecuación (1.2.7) 
$&)$  $	 	,						 
es decir: &)$  $	,	que es la ecuación de la recta tangente en el punto $, &$.  
La aplicación del método de Fermat funciona a la perfección para las curvas algebraicas; 
es decir curvas que se pueden definir a través de una expresión algebraica, que en el 
más simple de los casos, es una ecuación polinómicas en dos variables. Debido a que 
Fermat no explicó su procedimiento para hallar tangentes de una manera satisfactoria 
limitándose a decir simplemente que era análogo al método para hallar máximos y 
mínimos generó una amplia y enérgica controversia pública en el ámbito científico, en 
especial con Descartes, ya que según él, dicha regla carecía de validez general, porque 
no resolvía el problema de un máximo o mínimo. Esto obligó a que Fermat explicara cada 
vez y con más intensidad los fundamentos de su técnica y en particular a aclarar en qué 
forma concreta el método de tangentes estaba relacionado con el de máximos y 
16 Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de 
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mínimos; es decir, qué valor extremo puede encontrarse relacionado con el trazado de 
una tangente. Esto lo hace en sucesivas memorias en las que con la intervención de la 
nueva metodología de La Geometría
analítica presentada en su obra 
Fermat resolverá de forma eminente las dificultades e inicia en su pensamiento 
matemático la transición de "lo aproximadamente igual
1.3 El método de Descartes para hallar la normal a una 
curva 
Según Edwards, C. (1979), Descartes
la normal a una curva algebraica en un punto cualquiera. Este método no era tan directo 
ni fácil de aplicar debido a que este proceso 
infinitesimal; por otro lado, Fermat había desarrollado casi simultáneamente un 
procedimiento que se aproxima más a la forma infinitesimal del problema. 
El método de Descartes para determinar la 
es el siguiente; Grattan-Guiness
Supóngase una curva dada .
(1.3.1). Descartes supone que la recta 
curva dada . por la siguiente 
la derivada 
. 
 (1637) de Descartes y su propia 
La introducción a los lugares planos y sólidos
", hacia lo infinitesimal. 
 describió en La Geometría su técnica para hallar 
era más de carácter algebraico que 
 
recta tangente a una curva en un punto dado 
. (1980): 
, se pide trazar la normal a la curva en el punto  #  es la solución del problema. Supon
ecuación: 
6  &$					1.3.1 
 
Figura (1.3.1)  
en el 
 
geometría 
 (1637), 
, figura 
gamos la 
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Sea F la circunferencia con centro en el punto #G,  y radio			  #  cuya ecuación 
está dada por la expresión: 
6 + G  $  	, 
F toca a la curva . en  sin cortarla, mientras que la circunferencia H con centro en  IJ,   y radio ,	cuya ecuación viene dada por: 
6 + J  $  									1.3.2, 
la cual corta a la circunferencia no solo en  sino también en algún otro punto . . Ahora 
reemplazando la ecuación (1.3.1) en la ecuación (1.3.2) se tiene: 
&$ + J  $  								1.3.3. 
Asumiendo que &$ es un polinomio, y que la ecuación (1.3.3) (con J y   fijos) posee 
dos raíces distintas3, tenemos que entre más se aproxime el punto .		al punto  más 
pequeña será la diferencia entre las dos raíces y al final cuando los dos puntos coincidan 
las raíces serán iguales, es decir cuando la circunferencia H toque a la curva	. en el 
punto  sin cortarla. 
Ahora, un polinomio el cual tiene doble raíz		$  K puede ser de la forma: 
$  KL*$**M .					1.3.4. 
Igualando las expresiones (1.3.3)  y (1.3.4) se tiene que: 
&$ + J  $    $  KL*$**M . 
Por igualación de las potencias de $ Descartes resolvió para J en términos de la raíz $  K. Luego la pendiente de la línea tangente en   esta dada por: 
                                               
 
3
 Descartes consideraba solamente curvas para las cuales &$ es un polinomio de primer o 
segundo grado ya que eran las más sencillas de trabajar Grattan-Guiness. (1980). 
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 J  $&$ 															1.3.5	. 
Tomando el contrarrecíproco de (1.3.5) se tiene 
&$$  J  #		 
la cual será la recta normal de la figura (1.3.1). 
Según Grattan-Guiness. (1980), Descartes al tomar el doble contacto de la circunferencia 
con una curva como una característica de la normal, evitaba el uso de infinitesimales y 
obtenía un método algebraico. Sin embargo, se sabe que resolvió algunos problemas 
utilizando métodos que involucraban el uso de  los infinitesimales, pero no los consideró 
lo suficientemente precisos como para publicarlos.   
De acuerdo con Boyer, C. (1986), el primer paso definitivo hacia las “matemáticas de  las 
variables” fue la aparición de La Geometría de Descartes, la cual no se presentó al 
público como un tratado independiente, sino como uno de los tres apéndices al Discurso 
del  Método (1637), con los que intentaba dar ejemplos de la aplicación  de su método 
filosófico. Los otros apéndices eran La Óptica y Los Meteoros. Los sucesores de 
Descartes no consiguieron ver con claridad en qué sentido estaban relacionados los tres 
apéndices con su método general y por eso las ediciones posteriores del Discurso del  
Método casi siempre los omitieron. 
Hoy en día la geometría cartesiana es sinónimo de geometría analítica, pero la finalidad 
principal perseguida por Descartes estaba muy lejos de la que persiguen los textos 
modernos. Lo que Descartes pretendía era una construcción geométrica y no 
necesariamente la reducción de la geometría al álgebra. La obra de Descartes se suele 
describir simplemente como la aplicación del álgebra a la geometría, mientras que de 
hecho podría caracterizarse igualmente como la traducción de las operaciones 
algebraicas al lenguaje de la geometría. Es así como él acusaba a la geometría de 
apoyarse exclusivamente en diagramas y figuras que llegaban a fatigar de manera 
innecesaria la imaginación y a la vez acusaba al álgebra de ser un arte confuso que 
desconcierta la mente. Según Boyer, C. (1986), los objetivos que Descartes buscaba con 
su geometría eran: 
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1. Liberar en lo posible a la geometría de  los excesivos diagramas a través de los 
métodos algebraicos. 
2. Dar un significado concreto a las operaciones del álgebra por medio de su 
interpretación geométrica. 
 
La notación algebraica que utiliza Descartes en La Geometría  es bastante similar a la 
que utilizamos hoy en día; él empleaba las primeras letras del alfabeto para las 
constantes y las ultimas letras para las incógnitas o variables, adoptando para ellas la 
notación exponencial, además de usar los símbolos germanos de + y – para las 
operaciones de suma y resta; el único símbolo arcaico que usaba Descartes era	N en vez 
del signo de la igualdad =. 
Hoy en día, existe una gran unanimidad entre los historiadores en matemáticas al 
considerar a La Geometría de Descartes como una de las obras más importantes en la 
historia del pensamiento matemático. Al utilizar el álgebra simbólica como herramienta 
algorítmica básica, Descartes realizó un nuevo redescubrimiento de la Geometría griega, 
superando  las limitaciones de ésta al liberar a la geometría de la dependencia de las 
figuras e introducir una forma de solución de los problemas basadas en la aplicación del 
análisis mediante el álgebra. 
Al incorporar coordenadas y álgebra literal Descartes dio los primeros pasos para la 
creación de la geometría analítica la cual se encargó de establecer  un puente  entre la 
geometría y el álgebra. Esta nueva geometría al ser dotada del simbolismo literal de 
Viète, además de toda su potencia algorítmica y su fácil manipulación sustituyó las 
ingeniosas construcciones geométricas y sobre todo la rígida y retórica álgebra 
geométrica de los griegos; esta nueva geometría de Descartes se convirtió en una 
poderosa herramienta de investigación, mediante la cual resolvió de forma brillante y 
asombrosa, numerosos problemas geométricos clásicos de su época. Esta Geometría 
permitió que grandes matemáticos como Newton y Leibniz dieran los primeros pasos 
para concretar el concepto de la derivada de una función. 
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1.4 El método de Newton para determinar la cuadratura 
de una curva  
En el último tercio del siglo XVII Newton y Leibniz crearon de manera independiente el 
cálculo diferencial e integral, ellos hicieron fundamentalmente tres cosas: 
1) Tomaron la riqueza de los métodos que existían para encontrar tangentes, 
puntos extremos y áreas, lo cual resumieron bajo el título de dos conceptos 
generales que ahora se llaman derivada e integral. 
2) Trabajaron con notaciones distintas, que a la postre resultaron equivalentes.  
3) Cada uno de ellos dio un argumento para formular lo que hoy en día se 
conoce como el Teorema Fundamental del Cálculo.  
 
Isaac Newton (1642-1727) nació prematuramente el día de Navidad en la región de 
Woolsthorpe cerca de Cambridge; en 1661, formó parte del Trinity College donde realizó 
sus primeros estudios. Allí empezó a leer las obras de Euclides, William Oughtred (1574-
1660) y René Descartes, Viète, Kepler y Wallis; a lo anterior se le sumaban las clases 
particulares que le daba su profesor Isaac Barrow (1630-1677). A finales de 1664 Newton 
parecía haber alcanzado las fronteras del conocimiento matemático de la época y se 
encontraba preparado para hacer sus propias contribuciones en el campo de las 
ciencias. Es así como en su obra titulada De Analysi per Aecuationes Numero 
Terminorum Infinitas, escrito en 1669 y publicado en 1711, Newton obtiene que si el 
área bajo una curva viene dada por la expresión  $+ con + entero o fraccionario, 
entonces la velocidad de cambio de área con respecto a $ viene  dada por +$+(O y 
que éste es el valor de la ordenada de la curva para la abscisa $. Es decir lo que Newton 
hizo fue crear un  método general para hallar la relación entre la cuadratura de una curva 
y su ordenada. Este método muestra que Newton se dio cuenta de la relación inversa 
que hay entre integración y diferenciación (aunque él no utilizó estos términos), que es lo 
que hoy conocemos como Teorema Fundamental del Cálculo. El método de Newton se 
ilustra mediante el siguiente ejemplo, Grattan-Guiness. (1984): 
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Considérese la curva P
siguientes segmentos: 
manera que al área P
Si por ejemplo la curva para la cual
elevando al cuadrado la expresión (1.4.1) se tiene
Newton consideraba un incremento infinitesimal de 
determinaba que el incremento de área es aproximadamente 
por lo tanto  
Q + QG
y sustituyendo Q por RS$T	
 de derivada. 
 
Figura (1.4.1)  
 de la figura (1.4.1) y sea el área   Q, considérense los 
, cuya longitud es $,  de longitud , U, de longitud 
 sea igual al área del rectángulo UV  G.  
 el área a encontrar está dada por la expresión
Q  $T
T/ 						1.4.1	, 
 
Q  R$S
T 					1.4.2. 
$, al que denotaba por G,  de donde
Q + G  RS $ + T						1.4.3	 
+ G  RS X$T + T$ + T$ + TY						1.4.4
en la ecuación anterior se tiene la siguiente expresión 
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G; de tal 
: 
, y 
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 RS$T + QG + G  RS$T + RT$ + RT$ + RST		. 
Simplificando y dividiendo los dos miembros de la expresión resultante por 	quedará: 
QG + G  RT$ + RT$ + RS 
Newton considera que  es “infinitamente pequeño”, en cuyo caso como muestra la 
figura (1.4.1) se tiene que G ≈ 6	y los términos que contienen  se aproximan a cero, es 
decir: 
Q6  RT$						1.4.5 
Si se sustituye el valor de Q de la ecuación (1.4.1) en la ecuación anterior se obtiene 
$T
T/ 6  RT$			1.4.5	, 
es decir, 6  $O/. 
Este mismo procedimiento se puede aplicar a todas las funciones en las que Q esté en 
términos de $ y consiste en el cálculo de la derivada (la 6	en este caso) de una función 
algebraica arbitraria Q$.  
De acuerdo con Grattan-Guiness. (1984), Newton vió claramente que los problemas de 
cuadraturas tenían que enfocarse de esta manera inversa: si se calcula la 6 para cada 
función algebraica Q$ se podrá determinar todos los tipos de curvas 6, $ que se 
pueden cuadrar. A su vez, realizó una larga lista de curvas que se podrían cuadrar 
convirtiéndose en la primera tabla de integrales. (Cuadrar una curva es lo que hoy en día 
conocemos como derivar una función).   
El elemento fundamental en el método anterior consiste en el hecho de sustituir en la 
ecuación dada incrementos pequeños de  y G, para $, y  Q	respectivamente. El método  
de Newton para hallar la relación entre la cuadratura de una curva y su ordenada se 
puede sintetizar en los siguientes pasos: 
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Paso 1. Sustituir en la ecuación dada incrementos pequeños  y G, para $, y Q 
respectivamente.  
Paso 2. Los términos comunes se eliminan. 
Paso 3. Se dividen todos los términos de la ecuación por una misma potencia de . 
Paso 4. Se hacen cero los términos que aún contienen . 
 
Un ejemplo para describir el método de Newton para la cuadratura de una curva es el 
siguiente; consideremos la curva    Q  $	T T/		.			 
Cuando $ se incrementa hasta $ + , el cambio en el área Q (véase la figura (1.4.1)) está 
dado por: 
Q$ +   Q$  	T $ + T  T$T  
T $T + T$O	 + TZ$(O	+. . . …   T$T  
\T$T + $O	 + OR$(O	+. . . … ]  T$T 		 
$O	 + OR$(O	+. . . … 
la cual es una serie infinita. 
Por construcción, el cambio en Q es igual al producto G	luego 
			G  $O	 + OR$(O	+. . . …				1.4.5	, 
dividiendo la ecuación (1.4.5) por   resulta 
			G  $O 	+ OR$(O	+. . . … 
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Newton supuso que la longitud del segmento     es “infinitamente pequeña”, como 
se dijo antes, al igual que G ≈ 6 y que los términos que contienen  tieneden a cero, 
entonces resulta que: 
			Q  $O/	. 
En resumen: 
1. 
Q$'(Q$   es la razón de cambio del área con respecto a $.  
2. $O/ es la pendiente de la tangente a la curva Q  	 T$/T	en el punto $, Q, con lo 
cual Newton estaba relacionando los conceptos de área, tangente y derivada. 
 
En el estudio de la determinación de tangentes y cuadraturas Newton hacía gran uso de 
su método, con el que desarrolló diversos algoritmos para tratar estos problemas en los 
cuales podía calcular la pendiente de la tangente, o bien la cuadratura en cualquier punto 
de una curva algebraica. Dicho en términos modernos había diseñado algoritmos para 
determinar la derivada de cualquier función algebraica. Posteriormente reformuló estos 
algoritmos y sus demostraciones para expresarlos en términos de fluentes y fluxiones, 
como se describe en la siguiente sección. 
1.5 El Método de las fluxiones de Newton 
Posterior al método para hallar la cuadratura de una curva, Newton reformuló dicho 
algoritmo para expresarlo en términos de “Fluentes” y “Fluxiones” en su Methodus 
Fluxiorum et Series Infinitorum que fue escrito en 1671 y publicado en 1736; allí 
supone que las curvas son dadas por el movimiento de un punto.  
De acuerdo con Grattan-Guiness. (1984) los términos “fluente” y “fluxión” indican la 
concepción que tenía Newton de las cantidades variables a las que consideraba como 
“cantidades fluyentes”, es decir cantidades que varían con respecto al tiempo. Así por 
ejemplo, al considerar la curva de la figura (1.4.1), él suponía   que el punto  se mueve 
a lo largo de la curva, mientras que su correpondiente ordenada 6, su abscisa $,  el valor 
de Q, o en general cualquier cantidad variable relativa a la curva aumentaría o 
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disminuiría, es decir cambiaria o “fluiría”. A estas cantidades que fluyen Newton las llamó 
“fluentes”, en oposición a las cantidades que permanecen constantes en una figura o en 
un problema determinado. Todas las fluentes son variables dependientes del tiempo,  es 
decir una función que permite hallar la posición de un móvil en función del tiempo. A la 
velocidad de cambio de la fluente con respecto al tiempo, la llamó “fluxión”, lo que hoy 
llamamos derivadas. Como las fluxiones constituyen también variables, entonces él pudo 
encontrar fluxiones de fluxiones es decir derivadas de derivadas de funciones. 
En sus primeras investigaciones, Newton representaba las fluxiones por medio de letras 
griegas distintas, pero posteriormente introdujo la notación punteada en la que las 
fluxiones de las fluentes $, 6, Q	 se representan por $^, 6^	, Q^	 respectivamente. Estos 
símbolos utilizados por Newton no son tan cómodos como la notación diferencial que 
tiene su origen en Leibniz, sin embargo la notación de Newton aun es utilizada en física.  
Newton suponía que las fluentes varían con el tiempo, al hacer esta suposición, podía 
resolver las dificultades que presentaba el uso de incrementos pequeños de las 
respectivas variables, los cuales son tan pequeños que se pueden despreciar y sin 
embargo no son nulos, ya que se necesita dividir por ellos. 
Por otra parte, Newton consideraba que una de las variables $, 6, o Q	 se mueven 
uniformemente, esta hipótesis la podía hacer porque no interesan los valores de las 
fluxiones sino la razón entre ellas tal como: 
6^$^	, 
esta razón genera la pendiente de la recta tangente a una curva dada. 
El método que empleó Newton para hallar fluxiones se puede describir a través del 
siguiente ejemplo, Grattan-Guiness. (1984): 
Consideremos la ecuación siguiente: 
$T  $ + $6  6T  							1.5.1,			 
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ahora si se  sustituyen $ e 6 por $ + 	$	^  e 6 + 	6	^  respectivamente, donde  es un 
incremento infinitesimal del tiempo, mientras que 	$	^ , 	6	^ 	 son los incrementos 
respectivos de las fluentes $, 6, la expresión (1.5.1) quedará así: 
$ + 	$	^ T  $ + 	$	^  + $ + 	$	^ 6 + 	6	^   6 + 	6	^ T  . 
Utilizando la fórmula del binomio se tiene 
$T + T$^$ + T$^$ + $^T^T	– 	$ + 	$	^ $ + $^ 
+X$6 + $^6 + 6^$ + $^6^Y  6T + T6^6 + T6^6 + 6^T^T   
Eliminando ahora $T  $ + $6  6T ya que es igual a cero, dividiendo por  y 
despreciando finalmente los términos en que todavía figure el factor  quedará:  
T$^$  $^$ + $^6 + 6^$  T6^6  	. 
De donde puede despejarse la razón de 6^ a  $^ con el siguiente resultado: 
6^$^  T$  $  6T6  $ 	. 
Se puede apreciar que el numerador y el denominador de la expresión anterior, salvo por 
el signo son las derivadas parciales &$	y &6 de &$, 6  $T  $ + $6 	6T es decir 
6^$^  			&6&$ 
Dicha relación está implícita en los algoritmos que desarrolló Newton para resolver 
problemas de tangentes, cuadraturas, máximos y mínimos. A partir de esto, él resuelve 
problemas relacionados con la mecánica tales como el problema de las fuerza centrales 
y la atracción de cuerpos esféricos. De igual manera estudia las mareas, el movimiento 
en cuerpos resistentes, las ondas sonoras, el movimiento de la luna, y la forma de los 
cascos de las embarcaciones para minimizar la resistencia del agua. 
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1.6 El método de las diferenciales de Leibniz 
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nació en Leipzig (Alemania) en el seno de una 
familia luterana. A los quince años entró en la Universidad de su ciudad natal y a los 
diecisiete obtuvo el título de bachiller en artes, hizo estudios de una gran variedad de 
materias incluyendo Derecho, Teología, Filosofía y Matemáticas; por esta razón es 
quizás que Leibniz es considerado como uno de últimos grandes eruditos, ya que era 
poseedor de vastos conocimientos universales para su época. A la edad de 20 años ya 
estaba  preparado para obtener el grado de doctor en Derecho, pero le fue negado por su 
juventud. En vista de ello abandonó Leipzig y consiguió su doctorado en la Universidad 
de Altdirf en Nuremberg, en la que se le ofreció un puesto de profesor de Derecho que 
Leibniz rechazó para ingresar a la carrera diplomática, primero al servicio del elector de 
Mainz, posteriormente al servicio de la familia Brunswick y por último a los Hanover a 
cuyo servicio estuvo por cuarenta años.      
 
Leibniz registró la creación de su cálculo en una serie de manuscritos desarticulados que 
escribió entre el 25 de octubre y el 11 de noviembre de 1675. En dichos manuscritos 
hace un estudio detallado del problema de las cuadraturas, atacándolo desde diferentes 
puntos de vista, uno de los cuales es el uso del símbolo de Cavalieri "+" para calcular 
de manera analítica todo tipo de relaciones entre cuadraturas. El símbolo "+"  es la 
abreviatura de “omne linae” , que significa “todas las líneas”. 
En sus manuscritos, Leibniz establece que una curva se puede expresar como una 
sucesión discreta de valores de las ordenadas	6 a las cuales se les hace corresponder 
una sucesión discreta abscisas $, lo que representa la curva en términos de las abscisas $  y las ordenadas 6. La sucesión de las ordenadas conduce análogamente a una 
sucesión de números y las abscisas  $ determinan el orden de esa sucesión. No 
obstante, la diferencia entre dos valores sucesivos de 6 se asumen como infinitesimal o 
insignificante comparado con los valores de 6. Esto es considerar una curva como el 
“límite” de una poligonal, o una curva como una línea poligonal con segmentos de recta 
infinitesimales. 
28 Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de la derivada en el 
último grado de educación secundaria. 
 
Según Edwards, C. (1982), Leibniz utilizó la letra 
 para denotar la diferencia infinitesimal  
entre dos valores sucesivos de  6 y designó las sumas escribiendo "+". Así en el 
manuscrito del 29 de octubre de 1675, él parte de un resultado que previamente había 
desarrollado el cual escribió de la siguiente forma: 
+		
//////////  +	+	
////////	 
///////////							1.6.1 
Lo que en términos modernos se expresa como: 
O6  `6	6 
Leibniz utilizó barras sobre los términos en lugar de paréntesis e introdujo la constante   O para preservar la homogeneidad dimensional, es decir buscaba que todos los 
términos que aparecen en una expresión tuviesen el mismo exponente. La expresión 
(1.6.1) se representa en términos modernos como: 
O`	6  `a`	6b	6 
Las consideraciones de homogeneidad dimensional parecen haber sido las que 
sugirieron a Leibniz el usar una única letra en vez del símbolo "+", por tal razón  
consideró conveniente escribir "∫ " en lugar de "+", de tal manera que  " ∫ 
" 
represente "+	
", es decir la suma de todas las		
. Así fue como se introdujo el signo 
"∫"  el cual tiene la forma de una letra "J"	  tal como la utilizan los manuscritos en la 
época de Leibniz; es además la primera letra de la palabra suma, (más tarde los Bernoulli 
la llamarían integral).  
De acuerdo con Edwards, C. (1982), después de introducir en su trabajo el símbolo  "∫ ", 
Leibniz procede a investigar las reglas de esta operación. Por ejemplo, con 	$  O, 
puede calcular 
`$ 	$ 
de la siguiente manera: 
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`$ 	$  $`$	$ ``$	$  $$ `$ 	$ 
`$ 	$ + `$ 	$  $TT  
`$ 	$  $TT  
Posteriormente Leibniz introduce en uno de sus manuscritos el símbolo 	 para la 
diferenciación; este símbolo aparece en el contexto de un brillante razonamiento, el cual 
puede resumirse de la siguiente manera: el problema de las cuadraturas es un problema 
de suma de sucesiones, para lo cual se introdujo el símbolo "∫ " y para el que elabora un 
cálculo, es decir un conjunto de algoritmos eficaces. Ahora bien sumar sucesiones, es 
decir hallar una expresión general para ∫ d dada la d, no es posible normalmente, pero 
siempre lo es el de encontrar una expresión para las diferencias de una sucesión dada, 
así pues el cálculo de diferencias es la operación reciproca del cálculo de sumas.  
De acuerdo con Edwards, C. (1982), Leibniz en su manuscrito que data del 11 de julio de 
1677 da las reglas para hallar la derivada de un producto y un cociente, mostrando que 
	$6  $	6 + 6	$	, 
de la siguiente manera: 
	$6  $ + 	$6 + 	6  $6  $	6 + 6	$ + 	$	6		. 
Leibniz omite la cantidad 	$	6  ya que es infinitamente pequeña comparada con el resto, 
suponiendo que 	$ y 	6  son infinitamente pequeñas, llegando así a:  
	$6  $	6 + 6	$. 
Leibniz también muestra que  
	 B6$C  	$	6  6	$$  
de la siguiente manera: 
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$6 + $	6  $6 + 6	$$ + $	$ 
Donde el término $	$ es omitido 
Para Leibniz el concepto de 	diferencial de una variable 
pequeña entre dos valores sucesivos de 
correspondientes de variables tales como
Los términos sucesivos de estas sucesiones están infinitamente próximos, mientras que 	6 es la diferencia  infinitamente pequeña entre dos ordenadas, por su parte, 
diferencia infinitamente pequeña entre dos abscisas. El concepto de suma tal como ∫ 6	$ es la suma de los rectángulos
cuadratura de la curva  es igual a
De acuerdo con Grattan-Guiness
indeciso de presentar su nuevo cálculo al público matemático en general. Cuando por fin 
decidió hacerlo, tuvo que hacer frente al problema de 
cantidades infinitamente pequeñas que no estaban definidas rigurosamente y por lo 
tanto, no eran del todo aceptables en 
presentar el concepto de diferencial completamente distinto
la derivada 
. 
	B6$C  	6 + 	6$ + 	$  6$ 
$6 + $	6  $6  6	$$ + $	$  $	6  6	$$ + $	$  $	6  6	$$
ya que es infinitamente pequeño comparado con
6 es la diferencia infinitamente 6, es decir Leibniz considera sucesiones 	$ y 6. (Véase figura 1.6.1). 
 
Figura (1.6.1)  
 infinitamente pequeños 6	$ y por lo tanto la 
 ∫ 6	$. 
. (1984) Leibniz se mostraba al principio bastante 
que este cálculo utilizaba 
matemáticas. Por este motivo, tomó la decisión de 
, ya que consideraba  las 
en el 
 
		, 
 $	. 
	$ es  la 
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diferenciales no como infinitamente pequeñas pero que satisfacían las mismas reglas
Así en  su primera publicación sobre 
hallar máximos y mínimos
A partir de este segmento 
Siendo  e la longitud de la subtangente o bien  
Al definir de esta manera 	6
A pesar de que el problema de la fundamentación del análisis infinitesimal no pudo ser 
desarrollado por Leibniz, el cálculo desarrollado por 
debido a su sencillez operativa lo cual atrajo la
se convirtió en la herramienta
matemáticos. 
Según Grattan-Guiness. (1984)
cálculo  presentan algunas diferenc
 de derivada. 
el cálculo, en el artículo Un nuevo 
, introduce un segmento finito llamado		 $. (Ver figura 1.6.2)
Figura (1.6.2)    
define 	6	 como el segmento que satisface la proporción 
6: e  	6: 	$ 
 
	6  6e	$ 
 resulta ser también un segmento finito. 
él tiene un gran valor práctico, 
 atención de los científicos de la época y 
 fundamental de investigación de un gran número de 
, los trabajos de Leibniz y Newton relacionados con el 
ias como: 
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. 
método para 
. 
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1. Newton consideraba las cantidades variando con respecto al tiempo mientras que 
Leibniz las razonaba como recorriendo una sucesión de valores infinitamente 
próximos. 
2. El cálculo de Newton se basaba sobre el concepto de fluxión, es decir la 
velocidad de cambio de una variable con respecto al tiempo; mientras que para 
Leibniz su cálculo se fundamentaba sobre la noción de diferencial es decir la 
diferencia infinitamente pequeña entre dos valores de una sucesión. 
3. Para Newton el objetivo de la integral era hallar la cantidad fluente de una fluxión, 
mientras que Leibniz veía la integración como una suma y por lo tanto lo que hoy 
conocemos como el Teorema Fundamental del Cálculo era una consecuencia 
de la relación inversa que existe entre las operaciones de tomar sumas y  de 
tomar diferencias. 
4. Leibniz le dio una gran importancia al uso de una adecuada simbología, de allí su 
elección por los símbolos 	 y ∫ la cual tuvo mejor acogida entre los matemáticos 
que lo sucedieron, lo cual facilitó posteriormente la formalización del cálculo 
diferencial e integral. 
 
Por otra parte, al comparar el cálculo desarrollado por Newton y Leibniz con el que 
actualmente conocemos, se pueden apreciar diferencias bastantes importantes como: 
1. Mientras que Newton y Leibniz trabajaron con variables, el cálculo moderno lo 
hace con funciones. 
2. En el cálculo moderno, la derivada se define en términos de un límite y dicho 
concepto aún no se había desarrollado en el siglo XVII. 
3. Por último, la fundamentación del cálculo moderno está construida sobre el 
concepto de número real mientras que Newton y Leibniz definían su cálculo sobre 
el concepto de cantidad. 
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1.7 De los diferenciales de Leibniz a los infinitesimales 
de Cauchy. El comienzo del rigor en el cálculo  
Los descubrimientos de un gran matemático como Newton no pasaron desapercibidos, 
pero desafortunadamente él no se comunicaba fácilmente con otros matemáticos debido 
a su renuencia a dar a conocer sus trabajos y en consecuencia el método de las 
fluxiones no llegó a ser bien conocido fuera de Inglaterra; otro aspecto que incidió en la 
poca difusión de este método fue su notación simbólica que era menos eficaz que la de 
Leibniz. Por otro lado Leibniz tenía la disposición de compartir sus descubrimientos, 
además contaba con discípulos que anhelaban aprender todo lo relacionado con el 
cálculo diferencial  e integral, entre ellos se destaca Jacques Bernoulli (1654-1705)  y 
Johann Bernoulli (1667-1748). 
Durante el periodo de 1691 a 1692 Johann escribió varios manuscritos sobre el cálculo 
diferencial e integral, sin embargo el primer tratado sobre el cálculo diferencial e integral 
fue publicado en París por Guillaume Francois de L’Hopital (1661-1704) quien reconoció 
que su obra estaba fuertemente influenciada por la familia Bernoulli especialmente por 
Johann. 
De acuerdo con Grattan-Guiness. (1984), en su obra titulada Análisis de los 
infinitamente pequeños, L’Hopital hace una introducción al cálculo diferencial en la cual 
comienza por definir lo que se conoce hoy en día como un diferencial: 
 “la parte infinitamente pequeña $ de una cantidad variable que aumenta o 
disminuye de manera continua se llama la diferencial de esa cantidad”.  
Este concepto que al respecto tenía L’Hopital difiere del concepto de diferencial de 
Leibniz, ya que para este último los  diferenciales son diferencias infinitamente pequeñas 
entre valores sucesivos de una variable; mientras que para L’Hopital la diferencial es  una 
diferencia infinitamente pequeña de cambio de una variable cuando aumenta o disminuye 
al moverse de manera continua; es de aclarar que esta concepción que tenía L’Hopital de 
la diferencial involucra el concepto de continuidad. 
En 1755 Leonard Euler (1707-1832) publicó su tratado Institutiones Calculi 
Differentialis, en ésta obra realiza un estudio del cálculo diferencial, y manifestaba que 
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las nociones de infinitamente grande e infinitamente pequeño no son tan misteriosas 
como muchos matemáticos de la época pensaban, al respecto señala:  
“una cantidad infinitamente pequeña no es otra cosa que una cantidad que va 
disminuyendo y consecuentemente es en realidad cero”. 
Para Euler el cálculo de lo infinitamente pequeño consiste en el estudio de las razones 
geométricas de las cantidades infinitamente pequeñas. Es así como al considerar una 
cantidad infinitamente pequeña como “nada”, Euler podía añadir o quitar cantidades 
infinitamente pequeñas a cantidades finitas y el resultado sería la misma cantidad finita. 
Es por esto que se puede considerar que las ideas que poseía Euler con respecto al 
cálculo diferencial eran más afines a las ideas de Leibniz que a las de L´Hopital. 
Según Klainer, I. (2012), durante la primera mitad del siglo XIX la figura dominante en el 
ámbito matemático fue Agustin Louis Cauchy (1789-1857), quien es considerado como el 
fundador del rigor en las matemáticas y específicamente en el cálculo diferencial. Cauchy 
expone en su obra  Résumé des leçons (1823) una teoría detallada sobre los límites, 
para lo cual se apoya en la siguiente definición de límite dada por él: 
“Cuando los valores sucesivos que toma una variable se aproximan 
indefinidamente a un valor fijo de manera que terminan por diferir de él tan poco 
como queramos, éste último valor se llama el límite de todas las demás”.  
Podemos apreciar en esta definición que Cauchy se aproxima al concepto de límite que 
actualmente conocemos. De acuerdo con Klainer, I. (2012), Cauchy utiliza esta definición 
de límite para dar la siguiente definición de infinitesimal: 
“Decimos que una cantidad variable se hace infinitamente pequeña cuando su 
valor numérico disminuye indefinidamente hasta que converge al límite cero”. 
La concepción que tiene Cauchy respecto a los infinitesimales es diferente a la que 
tenían Newton, Leibniz y Euler, ya que Cauchy interpreta los infinitesimales como valores 
que tienden a cero, mientras que estos matemáticos interpretan los infinitesimales como 
cantidades infinitamente pequeñas pero que son fijas, es decir no tienden a ningún valor. 
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El primer estudio detallado que hizo Cauchy del cálculo diferencial se encuentra en su 
obra Résumé, allí retoma las ideas de infinitesimal, límite y continuidad desarrolladas en 
su obra Cours d’Analyse (1821) donde define la diferencial de la siguiente manera:  
“cuando una función &$ permanece continua entre dos límites dados con 
respecto a la variable $ y cuando asignamos a dicha variable un valor que se 
encuentra entre estos dos límites, entonces todo incremento infinitesimal que se 
haga a la variable produce un incremento infinitesimal en la función misma”. 
Una característica que se destaca en las definiciones de Cauchy y en general en todos 
los aspectos de su análisis es la de que no se apoya en consideraciones geométricas, 
esto se observa en el hecho de que en sus obras Cours y Résumé, no se utilizan figuras 
ni siquiera para fines aclaratorios. 
Según Boyer, C. (1986), aunque la rigurosidad del cálculo diferencial empezó con 
Cauchy, fue Karl Wilhelm Weierstrass (1815-1897) quien la fomentó. A comienzos del 
siglo XIX los matemáticos empezaron a preocuparse por la imprecisión que tenían los 
conceptos básicos del cálculo diferencial y las consecuencias que esto acarreaba a las 
demostraciones de los teoremas, y fue Weierstrass con ayuda de las técnicas 
desarrolladas por Cauchy quien le da un tratamiento riguroso al cálculo, él inicia con la 
definición formal de variable, límite y  continuidad. Es así como Weierstrass da su famosa 
definición de límite en términos de g y h: 
Sea & una función de	ℝ  en ℝ, se dice que la función &  tiende hacia el límite 
 en , que 
se simboliza 
*+$→ &$  
, si para todo g	 1 0  existe algún	h 1 0 tal que, para todo $, 
si  < |$  | < m,  entonces |&$  
| < n. 
En esta definición g y h son números reales tan pequeños como se quiera; así se supera 
el uso de los infinitesimales, y los problemas lógicos que estos conllevaban. Pero se 
generan los problemas didácticos con respecto al manejo del concepto de límite esencial 
al concepto de derivada, problemas a los cuales nos referiremos en el siguiente capítulo. 
 
  
 
2. Reflexiones didácticas sobre el 
concepto de la derivada  
Según Azcárate et al. (1990), para que la enseñanza y aprendizaje del concepto de 
derivada tenga éxito el docente debe tener en cuenta cuatro factores claves que son: 
1. Partir de las concepciones previas que los alumnos tengan del concepto de 
velocidad. 
2. Usar gráficos de funciones que permitan visualizar claramente las ideas 
especialmente cuando se habla de pendiente de una recta y tasas medias de 
variación. 
3. Usar problemas concretos en los cuales el estudiante relacione lo que 
aprende con situaciones de la vida diaria. 
4. Tener claro las dificultades que se presentan cuando se realiza el proceso de 
paso al límite en una función y entender que el límite no es solo un proceso de 
sustitución de una variable por un valor y realizar unas operaciones, ya que 
este concepto va más allá de esto. 
 
Además de los factores mencionados anteriormente, para comprender claramente el 
concepto de la derivada el estudiante debe poseer una serie de conocimientos previos en 
geometría elemental y trigonometría, los cuales deben estar acompañados de 
preconceptos como: 
1. Dependencia entre variables. 
2. Nociones de: 
• Función. 
• Dominio y rango de una función. 
• Gráfica de una función.  
• Crecimiento y decrecimiento de funciones. 
• Tasa media de variación. 
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3. Función lineal y afín. 
4. Pendiente de una recta. 
5. Velocidad media. 
6. Recta tangente y secantes a una curva. 
2.1 La razón de cambio   
Vivimos en un mundo físico, biológico, químico, económico y social el cual es necesario 
cuantificar para poder comprenderlo, esta cuantificación se puede hacer a través de 
diferentes conceptos matemáticos y uno de ellos es la razón de cambio. La razón de 
cambio permite medir las variaciones de una cantidad con respecto a otra. Por ejemplo, 
si se aumenta la temperatura de un gas contenido en un recipiente la presión del gas 
sobre las paredes del recipiente también aumenta; si  se aumenta el precio de un artículo 
muy probablemente la demanda de éste cambiará; si se aumenta el consumo diario de 
azúcar en una persona posiblemente el nivel de insulina cambie. 
Además de los ejemplos mencionados anteriormente existen muchos otros donde 
podemos encontrar este concepto, los cuales pueden ser utilizados por el docente a la 
hora de enseñar el concepto de la derivada, veamos algunos:  
1. La velocidad de enfriamiento (o calentamiento) de un cuerpo o un líquido es la 
razón de cambio de la temperatura con respecto al tiempo. 
2. El índice de precios es la razón de cambio de los precios con respecto al tiempo. 
3. El índice de natalidad es la razón de cambio de una población con respecto al 
tiempo. 
4. La pendiente de una recta es la razón de cambio de una variable dependiente  
con respecto a una variable independiente. 
5. La velocidad es la razón de cambio del desplazamiento de un objeto con 
respecto al tiempo. 
 
Cuando se analizan fenómenos que involucran magnitudes variables como la velocidad, 
la temperatura, el precio de un artículo etc. se debe determinar su cambio cuantitativo; es 
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decir, establecer cuanto cambia la variable entre dos valores determinados, para ello se 
debe usar el concepto de variación de una función  entre dos valores dados. 
 
Definición 1. Sea & una función de ℝ en ℝ, la variación de 	& entre dos valores 
dados	$O y $ (con $O	 < $ )  se define como la diferencia &$	  &$O	. El signo de 
dicha diferencia indicará si es un crecimiento (variación positiva) o un decrecimiento 
(variación negativa). 
 
 
En muchos problemas de contexto real en los cuales se estudia una función, lo que 
interesa son los cambios que se pueden presentar en un intervalo determinado, por 
ejemplo, en el caso de la velocidad de un móvil, que se representa en una gráfica de 
espacio-tiempo interesa la variación del desplazamiento de éste con respecto a un 
intervalo de tiempo dado. En meteorología cuando se estudia la presión atmosférica y se 
hacen predicciones del clima lo que importa no son las variaciones en sí, sino las 
variaciones bruscas de presión que aparecen en el tiempo que ha durado la variación. 
Para estudiar dichas variaciones bruscas es necesario utilizar la tasa media de variación 
de una función o razón de cambio. 
La razón de cambio en matemáticas se define como un cociente incremental o de 
diferencias de una variable con respecto a otra. Dicho cociente es definido como el 
cambio de valores de la variable dependiente dividido por un cambio de valores de la 
variable independiente. 
 
Definición 2. Sea & una función de ℝ en ℝ, la razón de cambio de la función 	&	entre 
los valores 	$O y $ (con$O	 < $)  se define como: 	 ∆6∆$  	&$  &$$  $O 	 6  6O	$  $O 								con		$ ≠ $O				2.2.1					
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Al igual que en la definición de variación,  el signo indicará si se trata de una razón de 
cambio positiva o negativa. 
De acuerdo con Wenzelbuerguer, E. (1993), para darle un sentido a una razón de cambio 
ésta debe estar dotada de un significado contextual entre las magnitudes que allí 
intervienen, por ejemplo si queremos estudiar el comportamiento de un objeto en 
movimiento a través de una razón de cambio es necesario conocer la velocidad media 
del objeto.  
2.2 La velocidad media   
Un caso particular de una razón de cambio es la velocidad media, la cual es una tasa de 
variación de la velocidad de un móvil representada por una función que relaciona las 
variables espacio-tiempo. El concepto de velocidad permite que el estudiante pueda 
aprender rápidamente la noción  de derivada debido a que todas las personas estamos 
habituadas con las velocidades de los automóviles y sabemos que se puede medir a 
través de un aparato llamado velocímetro.  
Cuando se estudia el concepto de velocidad media es necesario tener claro algunos 
aspectos como: 
1) Establecer un intervalo de tiempo durante el cual se realiza el desplazamiento. 
2) Al usar la velocidad media en un intervalo de tiempo no se tienen en cuenta las 
variaciones que sufre la velocidad real durante dicho intervalo. 
3) La velocidad media de un móvil se utiliza para facilitar la interpretación de 
movimientos uniformes que pueden ser útiles en muchos casos. 
 
 
Definición 3. La velocidad media G de un objeto durante un intervalo de tiempo se 
define como el cociente: 
G  	 														 
Donde 	 representa la distancia entre la posicion inicial y la final del objeto y  el tiempo 
transcurrido desde la posición inicial a la posición final del objeto. 
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Consideremos los siguientes ejemplos
Ejemplo 1. Supongamos que un automóvil parte de la ciudad 
largo de una carretera recta llegando a la ciudad 
150 km de  a las 4:00 pm
automóvil fue de r		K+/s
El inconveniente que tiene
información sobre la velocidad en un momento dado. Por ejemplo
2:30 pm el velocímetro del automóvil marcara 30 
estuviese en reposo. 
Ahora, si se quiere determinar la velocidad del auto a las 2:30 pm es necesario 
información sobre su posición cerca de las 2:30 pm. Por ejemplo
2:30 pm el automóvil está
(2.3.1). 
A 
                       
  A 
                         
En el intervalo de las 2:30 pm a las 2:35 pm el tiempo transcurrido 
equivale a  1 12t 	de hora y la distancia 
Sin embargo esta respuesta 
vehículo pudo haber cambiado notablemente su velocidad entre las 2:30
pm. Para saber con mayor precisión la velocidad cerca de
considerar un intervalo de tie
 derivada.  
: 
 a la 1:00 pm y viaja a lo , que se encuentra a una distancia de 
, la definición 3 permite establecer que la velocidad media
.  
 el concepto de velocidad media es que 
, es posible que a la
km por hora, o que 
, supongamos que
 a 80 km de  y a las 2:35 pm esta a 84 km de
80 km                    2:30 pm    
84 km                    2:35 pm                                      
Figura (2.3.1) 
 es de 5 minutos
	 es de 4 km. En ese caso la velocidad media
G  			 		 		 4uv5vwx  4uv1 12yt 	 48uv yt  
aun no precisa cuál es la velocidad a las 2:30
 las 2:30 pm es necesario 
mpo más pequeño que puede ser de las 2:30 pm a las 2:31 
41
 
 del 
no da ninguna 
s 
el vehículo 
tener 
 a las 	.  Figura 
B 
B 
 que 
 es: 
 pm ya que el 
 pm y las 2:35 
42 Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de 
en el último grado de educación secundaria
 
pm., es decir, si se toman intervalos de tiempo más cercanos a las 2:30 pm 
llevaría a encontrar la velocidad que tiene el auto cerca de las 2:30 pm.
Ejemplo 2. Supongamos que se hace seguimie
(2.3.2), el piloto del globo interpreta el cambio de altura como un cambio de los valores 
en metros en el eje { con respecto
Para interpretar la figura no importa tanto
hora sino el hecho de que existen incrementos bruscos de altura entre
de tiempo; por ejemplo, entre la  hora 0 y la hora
mts.; la razón de cambio entre la altura del globo y
∆|∆}  |
Esto quiere decir que en una hora el globo alcanzó una altura
entre la  hora 4 y la  hora 7 no hubo un cambio de altura
∆|∆} 
Es decir en este intervalo de tiempo el globo 
observa en la gráfica. Ahora veamos
descenso brusco de la altura del globo
∆|∆}  |
la 
. 
 
nto durante 10 horas a un globo
 al suelo. 
 
Figura (2.3.2) 
 conocer el valor absoluto de la altura en cada 
 ciertos intervalos 
 1, hubo un cambio de altura de 200 
 el tiempo transcurrido es: 
~  |	}~  }  200  01  0  200	v}/y 
 de 200mts. En cambio
, pues 
|~  |	}~  }  600  6007  4  0	v}y . 
se mantuvo a la misma altura
 que entre la hora 9 y la hora 10 se presentó un 
, efectivamente:  
~  |	}~  }  0  40010  9  400v}y 	. 
derivada  
esto nos 
, figura 
 
 como se 
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2.3 Pendiente de una recta
A menudo una función se pueden estudiar a partir de 
ella o directamente de su gráfica6  &$  +$ +  con +
cuya gráfica es una recta. En este tipo de funciones al coeficiente 
variable $ se le denomina
recta con el eje {. En las funciones afines es suficiente cono
de ésta para hallar su ecuación y su respectiva gr
la pendiente de una recta 
pero matemáticamente se puede definir como una razón de cambio
  
Definición 4. Sea, $O,
se define como la razón de cambio
 
En la definición de pendiente
dirección vertical al movernos del punto 
denominador $  $O mide
o negativo. Por lo tanto, la pendiente
el cambio vertical y el cambio horizontal, como se puede apreciar en la figura (2.4.
 derivada.  
 
alguna información relacionada con 
; ese es el caso de una función & de ℝ en ,  ∈ 	ℝ		y	 ≠ 0, la cual recibe el nombre de + que acompaña a la 
 la pendiente de la recta y  es el punto de in
cer la pendiente y un punto 
áfica. Una forma sencilla de interpretar 
es a través de la inclinación de ésta  con respecto al eje 
. 
6O, y $, 6 dos puntos sobre una recta , la 
: +  6(6O$($O		  con $ ≠ $O. 
 
 de una recta el numerador 6  6O mide a   y puede ser positivo, negativo o cero. El 
 el cambio horizontal al ir del punto  a  y puede ser positivo
  de una recta está determinada por el cociente entre 
 
Figura (2.4.1) 
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ℝ de la forma 
función afín, y 
tersección de la 
, 
pendiente + 
 el cambio en la 
 
1). 
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En la tabla 1 se puede observar
recta  . 
Caso Gráfica 
 
 
1 
 
 
 
2 
 
 
3 
 
 
4 
 
Existen diversos ejemplos de nuestra vida diaria en los cuales la pendiente de una 
la podemos  relacionar con una tasa o razón de cambio;
1) La tasa de consumo de gasolina de un auto es la pendiente
representa la distancia recorrida
la 
. 
 la interpretación geométrica de la pendiente 
Recta Pendiente Angulo N 
 
 
Asciende 
 
 
Positiva 
 
 0 < N < 90 
 
 
Desciende 
 
 
Negativa 
 
 90 < N < 180 
 
 
Horizontal 
 
 
Cero 
 
 N  180 
 

 
 
Vertical 
 
 
No existe 
 
 N  90 
 

indefinida
Tabla 1 
 veamos algunos:  
 de la recta que 
 por galón consumido. 
derivada  
+ de una 
Tg(N 
 
 N 1 0	  
 
 N < 0 
 
 N   
 
 N   
  
recta 
Capítulo 2. Reflexiones didácticas sobre el concepto de la
 
 
 
 
2) El precio de un artículo es 
función del número de unidades
3) La tasa de cambio del dólar frente al peso colombiano
representa cuantos pesos se deben dar por cada dólar.
 
De acuerdo a Wenzelburguer
entre algunos fenómenos
visualizar la relación entre las variable
concordancia estrecha entre pendientes de rectas y razones de cambi
Ejemplo. Supongamos que una persona observa la variación de precios de un 
determinado artículo en dos 
al cabo del tercer mes es de $2400.
La razón de cambio del precio 
acuerdo a la expresión (2.
Razón de cambio		 		 RT
Este valor numérico caracteriza el 
cual corresponde con la pendiente de la recta entre los puntos
 derivada.  
la pendiente de la recta que representa 
. 
 es la pendiente que 
 
, E. (1993) la descripción de la razón de cambio que sucede 
 se puede describir mejor si se utilizan gráficos
s. Es así como se puede establecer una 
o.  
meses diferentes; el precio en el primer mes era de $1600  y 
 Lo anterior se puede apreciar en la F
Figura (2.4.2) 
con respecto al tiempo entre el primer y tercer mes 
2.1) es: 
(O(O  R	 FJJ+J  
incremento del precio entre el  primer	 y	.  
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el precio en 
 que permitan 
igura (2.4.2).       
 
de  
 y tercer mes el 
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Hallemos una razón de cambio intermedia entre el primer y tercer mes es decir la razón 
de cambio entre el  segundo y tercer mes
del artículo fue de $2000, por lo tanto se tiene que
Razón de cambio		 		 R(T( 
Esta razón de cambio es la misma que entre el 
Ahora supongamos que en el cuarto mes el 
razón de cambio entre el tercer y cuarto 
Razón de cambio		 		 OS(RR(T 
Resumiendo lo expuesto en los párrafos anteriores podemos decir que una 
cambio para una gráfica en forma de segmentos de línea recta solo cambia si ha
variación en la pendiente de ésta. Si crece la gr
decrece la gráfica, la razón de cambio 
(2.4.3).  
la 
. 
, supongamos que en el segundo mes el precio 
: 
R FJJ+J  
primer y tercer mes 
artículo  bajó de precio en un 20%, ahora la 
mes es: 
RZ FJJ+J . 
áfica, la razón de cambio es positiva. Si 
es negativa tal como se aprecia en la
 
Figura (2.4.3)  
derivada  
razón de 
y 
 Figura 
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2.4 La razón de cambio entre dos puntos de una curva
Un aspecto importante que 
que la razón de cambio entre dos puntos cualesquiera de 
relación no lineal cambia a lo largo  de la curva, mientras que en una relación lineal dicha 
razón de cambio permanece constante. 
Ejemplo. Una persona arroja
ángulo de 53,5o con respecto a la hor
tiro parabólico 6   O25	v/	 y   9.8	, es decir
del tiempo es la parábola 
transcurrido desde el momento en que se 
Como la curva no es lineal 
constantes en los intervalos de tiempo escogidos, dic
forma general el comportamiento de la velocidad en función del tiempo, como se ve en la 
siguiente tabla.  
 
 
 derivada.  
diferencia una relación lineal de una no lineal es 
la curva que representa
 
 un objeto con una velocidad inicial de 25 m/s
izontal, usemos la ecuación de cinemática para el 
 + GJ,	y sustituyamos los valores de 
, la curva que describe la trayectoria del objeto
  R. S +   donde  es el tiempo en segundos 
arroja el objeto, figura (2.5.1).  
Figura (2.5.1) 
se observa en la tabla 2 que las razones de cambio 
hos valores tan solo describen en 
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el hecho de 
 una 
 formando un 
  53.5, G 
 en función 
 
no son 
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Entre   0.4 y 0.6 segundos Entre   0,8 y 1 segundos Entre   3,2 y 3,4 segundos 
Razón de 
cambio		 
10,236  7.2160,6  0,4  15,1	 v 15,1  12,8641  0,8  11.18	 v 11,356  13,8243,4  3,2  12,34 v	 
Tabla 2 
 
Para encontrar variaciones precisas es necesario tomar razones de cambio en intervalos 
pequeños, veamos algunas razones de cambio para intervalos de tiempo más pequeños: 
  
Entre   0.02 y 0.03 
segundos 
Entre   0,04 y 0,05 
segundos 
Entre   0,07 y 0,08 segundos 
Razón de 
cambio		 
0,59559  0,398040,03  0,02
 19,75 v 
0,98775  0,792160,05  0,04
 19,56 v 
1,56864  1,375990,08  0,07
 19,26 v 
Tabla 3 
 
Los resultados en la tabla 3 muestran que las razones de cambio oscilan entre 19,75 y 
19,26, es decir la velocidad del objeto en intervalos pequeños es cercana a 19m/s a 
diferencia de la tabla 2 en donde las razones de cambio son bastantes diferentes. Eso 
quiere decir que para encontrar variaciones más precisas en relaciones no lineales es 
necesario calcular razones de cambio en intervalos pequeños. 
2.5 Rectas secante y tangente de una función en un 
punto dado 
Una idea más precisa que permite dar la definición de la recta tangente en un punto dado 
consiste en: dada una función &	 y un punto #X, &Y sobre la curva de	&, la pendiente 
de la recta tangente a la curva en # esta dada por el límite de las pendientes de las 
rectas secantes que pasan por # y cualquier otro punto IX, &Y	sobre la curva cuando 
el punto I se aproxima al punto	#. El método de cálculo tradicional para hallar la 
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pendiente de una recta tangente en un punto co
recta secante que se describe a continuación.
 
Definición 5. Sea & una función 
diferentes que pertenecen a la gráfica de la función. La recta
en dichos puntos se denomina 
de esta recta secante está dada 
Este cociente representa la variación media o razón de cambio promedio de la función 
entre los puntos #X, &
Ahora si la longitud del interval
lo tanto, la expresión para hallar la pendiente de 
función &$ o la variación media
cociente 
Ahora analicemos cómo 
considerando a s como una variable. Si tomamos una sucesión de rectas 
 derivada.  
nsiste en partir de la pendiente de la 
 
de	ℝ en ℝ, y sean  #X, &Y	y IX, &
 #I que corta a la gr
recta secante a la gráfica de la función 
por la expresión: 
+#I////  &(&( 		  con  ≠ . 
 
 
Figura (2.6.1) 
Y	y IX, &Y. 
o ,   es s, es decir s  	  , entonces 
una recta secante a la gráfica de la 
 en el intervalo ,  puede representarse mediante el 
& + s  &s 	. 
se comportan las rectas secantes en el intervalo 
49
 
Y dos puntos 
áfica &	y la pendiente 
& 
    + s; por 
,  + s. 
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secantes		JO, J, JT, … J, que pasan por el punto s, & + s en las cuales s 
se observa que las pendientes de estas rectas secantes forman una sucesión 
pendientes definidas por: 
que representan la tasa de variación promedio de la función ,  + s. 
Estas rectas secantes se aproximan a una recta
el punto	#X, &Y.	 
Teniendo en cuenta lo anterior, definimos 
de la función &	en el punto  #+	de  rectas secantes, es decir
la 
. 
#, & ) y por los punto
se aproxima a cero, como se muestra en la figura 2.
+  & + s  &s  
& en cada intervalo
 
Figura 2.6.2 
  la cual es tangente a la gráfica de 
la pendiente de la recta tangente a la gráfica , & como el límite de una sucesión de pendientes 
 

*+s→& + s  &s , 
derivada  
s I +
6.2 + de 
        
& en 
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siempre y cuando dicho límite exista; aquí se está tomando el concepto de límite de 
manera intuitiva. 
Observemos que el límite de la sucesión de las pendientes de las rectas secantes 
depende del punto #, & que se elija, por lo cual para cada $  en el dominio de la 
función &	 se obtiene un valor +$ definido por:  
+$  
*+s→ &$ + s  &$s  
que es la pendiente de la recta tangente a la gráfica de &en el punto $, &$. 
Es decir, por cada valor de $ en el dominio de & donde este límite exista tendremos un 
valor de +$; así se ha construido una función que genera la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de & en el punto $, &$ que recibe el nombre de función derivada 
de & y se simboliza por &)$ para un valor particular de $, por ejemplo para &)	, se lee 
la deriva de & en  . En resumen se ha dado la siguiente definición de derivada de una 
función en un punto: 
 
Definición 6. Sea & una función de	ℝ  en ℝ, la derivada de la función & en  $    que 
se denota por &)  se define como 	
&) 		 
*+s→ & + s  &s  
Siempre y cuando el límite exista. 
 
Al definir la derivada como un límite se puede establecer que a medida que s se 
aproxima a cero, & se acerca al valor &)		 tanto como se quiera, siempre que se elija s 
suficientemente cercano a 0. Para aclarar el sentido de la palabra acercarse se debe 
definir formalmente el concepto de límite, el cual se dará en el siguiente capítulo. 
Ahora, el número  &) de la definición 6 representa la pendiente de la recta tangente a 
la gráfica de la función & en el punto , &	lo cual también se puede conoce como la 
variación instantánea de la función & en  $  .  
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2.6 Velocidad instantánea 
A partir de los conceptos de velocidad media, razón de cambio, pendiente de una recta 
secante y del concepto de  pendiente de recta tangente, se puede abordar el tema de 
velocidad instantánea. Al empezar el estudio del concepto de la derivada
específico de velocidad tiene la venta
concepto es fácil de asimilar por parte de los estudiantes
velocidad este la asocia al velocímetro de un auto, lo cual es algo que puede
concreto para el estudiante. 
En el estudio del movimiento uniformemente acelerado de la física
que se conoce como movimiento de caída libre
en el vacío todos los cuerpos caen con ace
&  O 		 donde  es la aceleración de la gravedad
m/s2 y & mide la distancia en metros recorrida por 
Ejemplo.: La ecuación  cinemática de posición de un cuerpo es
donde G  es la velocidad inicial,
posición inicial del objeto. Supongamos que la ecuación de posición de un cuerpo 
es	&  Or  O 	O 	 	Or 
de la posición del cuerpo	se muestra en la figura 2.
la 
. 
 
 usand
ja de que como se dijo anteriormente, este 
 ya que cuando se le habla de 
 llegar a ser 
, existe una relación 
. Experimentos físicos han mostrado
leración constante de acuerdo a la fórmula,
, que es aproximadamente 
el móvil durante  segundos.
	&  O 	O
   es el tiempo que dura el objeto en el aire y
r, para el ejemplo se ha supuesto G  
7.1. 
 
Figura 2.7.1   
derivada  
o un caso 
 que 
 
10 
 
+G+s,  	s  es la 
, la gráfica 
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Si se desea hallar la velocidad media G+ entre el tiempo 	  	y   T según la fórmula 
2.2.1, se tiene que:  
G+  &T  &T    XOr  rTY  Or  rO  	r+/J		, 
que es la pendiente de la recta secante entre el intervalo de tiempo dado. Conociendo el 
valor de la velocidad media  entre   	y   T el problema ahora consiste en hallar la 
velocidad exactamente en   T	 es decir la velocidad instantánea en dicho valor. Para 
hallar dicha velocidad se tienen que calcular velocidades medias entre puntos cada vez 
más cercanos a   T	, para lo cual se puede construir una tabla como la siguiente 
teniendo en cuenta que &T  Z. 
 & &T  & T   &T  &T    
2 105 -25 1 -25 
2,5 93,75 -13,75 0,5 -27,5 
2,9 82,95 -2,95 0,1 -29,5 
2,99 80,299 -0,2995 0,01 -29,95 
2,999 80,0299 -0,029995 0.001 -29,995 
2,9999 80,002999 -0.00299995 0,0001 -29,9995 
3,0001 79,996999 0,003 -0,0001 -30,0005 
3,001 79,96995 0,030005 -0,001 -30,005 
3,01 79,6995 0,3005 -0,01 -30,05 
3,1 76,95 3,05 -0,1 -30,5 
4 45 35 -1 -35 
Tabla 4 
La tabla 4 permite concluir que a medida que  se aproxima a 3  por la izquierda y por la 
derecha la velocidad del objeto se aproxima a -30 m/seg o lo que es lo mismo las 
velocidades medias entre puntos cada vez más cerca a 3 tiende a -30 m/seg. Esto es 
precisamente el valor de la velocidad instantánea en    T segundos coincide con la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica en el punto   T como se muestra en la 
grafica 2.7.2. 
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El problema ahora es hallar la velocidad instantánea del objeto 
tiempo  durante el movimiento. La solución consiste en hallar la pendiente de la recta 
tangente a la curva en el punto 
medias G+		entre los instantes  próximos a 
cambio entre    y O dada en la expresión 2.2.1
G+  &  &O  OrO  r  O
Ahora, la velocidad instantánea del objetorO + 	cuando O se acerca G  >?@O→
Para }  3 segundos tenemos que la velocidad instantánea es 
 
El  ejemplo anterior  permite hacer un recorrido desde la velocidad media en un intervalo 
de tiempo hasta obtener una nueva función que se denomina velocidad instantán
cual permite hallar la velocidad en cualquier instante 
se definió como el límite de unas velocidades medias
la 
. 
para cualquier instante de
, &.  Es decir el valor límite de las velocidades , para ello usemos la definición de razón de 
. 
 
Figura 2.7.2  
	 Or  r  XOr  rOY  O  r
 + rO  O  
 rO   + O  O  rO + 	. 
 en el tiempo 	 es el límite de la expresión  tanto como se quiera es decir 
rO +   r +   O		. GT  T+/J
. Es decir la velocidad instantánea 
: 
derivada  
 
. 
ea, la 
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G  >?@O→G+ 
Es decir la velocidad instantánea en el tiempo   está dada por la pendiente de la recta 
tangente a la curva en el punto de abscisa . 
  
 
3. Aspectos disciplinares. La derivada de 
una función 
Según Pérez, F. (2008) los orígenes del cálculo estuvieron motivados por el deseo de 
resolver problemas relacionados con el movimiento de los cuerpos, encontrar los puntos 
máximos y mínimos de funciones y hallar la recta tangente a una curva en un punto dado 
y los conceptos de derivada e integral son la manera con la cual se pueden resolver 
satisfactoriamente dichos problemas. En general se puede decir que las ideas centrales 
que originaron el descubrimiento del cálculo fueron: 
 Hallar la recta tangente a una curva en un punto dado. 
 Hallar el área bajo una curva entre dos puntos dados. 
 
Suponemos que el lector maneja a cabalidad el concepto de función y los conceptos de 
dominio, codominio y rango de una función. En este capítulo nos limitaremos a exponer 
las definiciones y teoremas relacionados con el concepto de la derivada de una función 
restringiéndolas al caso de funciones de ℝ en ℝ. 	 
3.1 Pendiente de la recta tangente y derivada de una 
función 
El problema que nos planteamos consiste en definir correctamente la pendiente de la 
recta tangente en un punto dado, ya que si conocemos la pendiente de una recta y un 
punto de ésta entonces la recta podrá ser hallada. 
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Sea & una función de	ℝ en ℝ y 
curva en # resulta ser el límite de las rectas 
otros puntos I, cuando dichos puntos
Así la pendiente de la recta tangente en 
secantes que se “acercan” al punto 
La idea anterior se puede concretar de la siguiente manera: Sea ℝ, se quiere definir la pendiente de la recta a la gr
consideremos otro punto IX, &
Figura 3.1.2. 
la 
. 
# un punto sobre la gráfica de &, la recta tangente a la 
secantes que pasan por el punto 
 I  se acercan al punto #. Figura (3.1.1). 
 
Figura (3.1.1) 
# será el límite de las pendientes de las rectas #. 
& una función
áfica de & en el punto #
Y sobre la gráfica de & y tracemos la recta secante
derivada   
 
# y por 
 de	ℝ  en X, &Y; 
 #I. 
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A medida que el punto I
punto	#X, &Y,	 la recta secante se 
punto #X, &Y. 
Representemos las diferencias de las abscisas de
manera: ∆$    , donde
secante #I está definida por
+#I//// 
Como  + ∆$  ,  la expresión (3.1.1) puede escribirse como
Ahora como estamos supon
la curva acercándose hacia 
esto ocurre, la recta “gira”
límite, esta posición es la recta tangente a la 
 
Figura 3.1.2 
X, &Y se “mueve” sobre la gráfica de &
“convierte” en la recta tangente a la curva 
 los puntos #	y I
 ∆$	puede ser positivo o negativo, la pendiente de la recta 
: 
&(&( 		 &(&∆$    con ∆$ ≠ .						3.1.1 
: 
+#I////  & + ∆$  &∆$ 										 3	1.2. 
iendo que el punto # es fijo y que el punto I#; esto equivale a decir que ∆$ tiende a cero. A medida que 
 sobre el punto fijo	#. Si esta recta secante tiene una posición 
gráfica en #, con lo cual la pendiente de la 
59
 
 
 y se acerca al 
en el 
 de la siguiente 
 se mueve sobre 
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recta tangente en # será el límite de las pendientes de las rectas secantes +#I//// cuando ∆$ tiende a cero, siempre y cuando el límite exista. 
Hemos visto en el capitulo anterior y en los párrafos anteriores que para resolver el 
problema de la recta tangente tenemos que enfrentarnos a expresiones como la (3.1.2) 
en la que ∆$ tiende a cero. Ahora, para poder explicar con rigor el concepto de pendiente 
de la recta tangente debemos definir el concepto de límite de una función ya que es 
necesario definir como una función & se comporta cuando $ se acerca a un valor fijo  .  
 
 
Definición 1. Sea & una función de	ℝ  en ℝ, se dice que la función &  tiende hacia el 
límite 
 cuando	$ tiende , que se simboliza 
*+$→ &$  
, si para todo g	 1 0  existe 
algún	h 1 0 tal que, para todo $, si  < |$  | < m,  entonces|&$  
| < n. 
 
 
La definición anterior nos permite concretar con rigurosidad el concepto de pendiente de 
una recta tangente 
 
Definición 2. Sea & una función de ℝ en ℝ 	y #X, &Y	un punto que pertenece a la 
gráfica de la función. La pendiente de la recta tangente a la gráfica de & en el punto #X, &Y se define como: 
+  
*+∆$→& + ∆$  &∆$ 								3.1.3	 
siempre y cuando el límite exista. 
 
La definición 2 la podemos estar considerando como  un camino para introducir el 
concepto de la derivada de una función. De acuerdo con Apóstol, T. (1965) para 
comenzar a definir la derivada de una función se debe tomar un punto 	$ en un conjunto , (  ⊂ ℝ ) y se construye el siguiente cociente de diferencias: 
&$ + ∆$  &$∆$  
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Donde el número ∆$ puede ser positivo o negativo pero diferente de cero, tal que $ + ∆$ 
también pertenece al conjunto  ⊂ ℝ. El numerador de este cociente mide la variación de 
la función & cuando $ varia de $  a $ + ∆$. El cociente  representa la variación media con 
respecto a ∆$ de la función & entre los valores $ + ∆$ y $. Ahora, al hacer tender ∆$ a 
cero se estudia la variación del cociente; si el cociente se aproxima a cierto valor límite (y 
si este límite es el mismo si ∆$ tiende a cero tomando valores positivos o negativos) 
entonces este límite se denomina la derivada de la función & en $. 
El razonamiento anterior nos conduce a la siguiente definición. 
 
Definición 3. Sea & una función definida en un conjunto , (  ⊂ ℝ ), la derivada de la 
función & en	$, ( $ ∈  )  la cual se nota por &)$  se define como: 	
&)$ 		 
*+∆$→&$ + ∆$  &$∆$ 									3.1.4. 
Siempre y cuando el límite exista. 
 
La expresión (3.1.4) indica que el cociente de diferencias puede acercarse a &)$	 tanto 
como se quiera tomando |∆$| suficientemente pequeño. Por último observemos que si se 
comparara la expresión (3.1.3) con la (3,1.4) se puede apreciar que el concepto de 
tangente en un punto es simplemente un caso particular de derivada de una función. 
3.2 Notación de la derivada de una función 
En muchos casos cuando se desarrolla una idea matemática se han utilizado diferentes 
notaciones para el mismo concepto, esto debido a situaciones que buscan facilitar la 
manipulación o escritura de dicho concepto. En el cálculo diferencial, la derivada es un 
ejemplo claro en la cual se han utilizado símbolos diferentes para su representación. El 
símbolo  &), que se lee & prima fue introducido por Lagrange (1736-1813) a finales del 
siglo XVIII. La notación usada por Lagrange tiene la ventaja de representar fácilmente las 
derivadas segundas, terceras, etc. de una función así: &)),	&))),….	&. 
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Otro símbolo para la derivada de una función fue introducido hacia el año 1800 por L. 
Arbogast (1759-1803) quien fue un matemático y político francés, Arbogast indicaba la 
derivada de la función & como &; ésta notación ha tenido gran aceptación entre los 
matemáticos actuales y el símbolo  se conoce como el operador diferencial e indica  
que & es una nueva función que se obtiene de & a través de la operación de derivar la 
función. Esta notación también permite fácilmente representar las derivadas de orden 
superior de una función & por &,	&T,	&R…	& las cuales representan las derivadas 
segunda, tercera, cuarta y n-esima respectivamente. 
 
De acuerdo con  Apóstol, T. (1965),  Leibniz fue uno de los primeros matemáticos que 
comprendió la importancia del uso adecuado de símbolos para representar un concepto 
matemático. El desarrollo del cálculo y especialmente de la derivada se debió en gran 
medida a su acertada elección de la notación para la derivada y la integral de una 
función. Leibniz utilizaba la letra 6 en lugar de &$  y por lo tanto, la derivada la 
representaba como 	6	$, este símbolo representaba un cociente de cantidades 
infinitesimales entre 	6		y 	$  las cuales llamaba diferenciales y por tanto la derivada 
para él era un cociente diferencial. Según Leibniz, las cantidades infinitesimales eran una 
especie de números que sin ser cero eran más pequeños que cualquier número real 
positivo, lo cual permitía formar el cociente de diferencias 	6	$. 
 
Por último y no menos importante fue la notación $^ empleada por Newton en la cual 
representaba la derivada de una función con un punto sobre la función que él quería 
derivar. Esta notación es muy poco utilizada en matemáticas puras y solo se usa 
principalmente en física para representar las derivadas de la velocidad y aceleración de 
un objeto con respecto al  tiempo.  
3.3 Algunos teoremas sobre la diferenciación de 
funciones en ℝ 
Hallar la derivada de una función utilizando la expresión 3.1.4 puede ser un proceso 
engorroso y que requiere en muchos casos del uso de procesos algebraicos laboriosos, 
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sin embargo existen teoremas que facilitan el cálculo de la derivada de una función, 
recordemos algunos de ellos; recordemos que estamos considerando siempre funciones 
de  ℝ en ℝ. 
Teorema 1. Si & es una función constante, &$   entonces &)$  	.	 
Demostración. 
Sea  &)$ 		 
*+∆$→ &$'∆$(&$∆$ 		 	 
*+∆$→ (∆$  		 	 
*+∆$→ ∆$  		 	 
*+∆$→   . 
 
Teorema 2. Si & es la función identidad, &$  $ entonces &)$  O	. 
Demostración. 
Sea  &)$ 		 
*+∆$→ &$'∆$(&$∆$ 		 	 
*+∆$→ $'∆$($∆$  		 	 
*+∆$→ ∆$∆$  		 	 
*+∆$→O  O . 
 
Teorema 3. Si & y 	 son funciones derivables entonces la función & + 		definida por & + 	$  &$ + $	es también derivable y & + )$  &)$+)$	. 
Demostración. 
Sea  & + )$ 	 	 
*+∆$→ &'$'∆$(&'$∆$  
    		 	
*+∆$→ &$'∆$'$'∆$(&$'$∆$  
    	 
*+∆$→ &$'∆$(&$∆$ + $'∆$($∆$  
    	 	 
*+∆$→ &$'∆$(&$∆$ + 	
*+∆$→ $'∆$($∆$  
    	 &)$+)$. 
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Teorema 4. Si & y 		son  funciones derivables entonces la función & ⋅ 		definida como & ⋅ $  &$ ∙ $ es también derivable y & ⋅ )$  &$ ⋅ )$ + &′$ ⋅ $. 
Demostración. 
Sea & ⋅ )$  		
*+∆$→ &⋅$'∆$(&⋅$∆$  
   		
*+∆$→ &$'∆$$'∆$(&$⋅$∆$  
  	 
*+∆$→ &$'∆$$'∆$($∆$ + &$'∆$(&$⋅$∆$  
   
*+∆$→&$ + ∆$ ∙ 
*+∆$→ $'∆$($∆$  + 
*+∆$→ &$'∆$(&$∆$  ⋅ 
*+∆$→$ 
  	 &$ ⋅ )$ + &′$ ⋅ $. 
 
Teorema 5. Si  es una función definida por $   ∙ &$ y & es derivable entonces  
es derivable  y )$  &)$. 
Demostración. 
Si	s es una función definida por s$  ,  de modo que   s ∙ &, entonces por el 
teorema 4 se tiene 
)$  s ∙ &)$ 
    s$ ∙ &)$ + s)$ ∙ &$,  por el teorema 1 
     ∙ &)$ +  ∙ &)$  &)$. 
 
Teorema 6. Si &$  $ para algún número natural  entonces &′$  $(O para todo $. 
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Demostración. 
La demostración será por inducción sobre . Para   O  esto es simplemente el teorema 
2. Supongamos ahora que el teorema se cumple para , de modo &$  $, entonces &′$  $(O	 para todo $. 
Sea $  $'O.  Si  0$  $,	la expresión $  $'O  $ ∙ $ puede escribirse como 
$  &$ ∙ 0$ para todo $; 
de modo  que    & ∙ 0. Se sigue del teorema 4 que 
)$  & ∙ 0)$  &)$ ∙ 0$ + &$ ∙ 0)$ 
																				 $(O ∙ $ + $ ∙ O 
			 $ + $ 
																												  + O$, para	todo	$. 
Este es el caso	 + O que se quería demostrar. 
Teorema 7. Si 	es derivable en	$	 y $ ≠  para todo $ ∈ ℝ entonces la función O 
definida por BOC $  O$  es derivable en $ y  
aOb
) $  ′$$~	. 
Demostración. 
Sea  BOC) $ 	 	 
*+∆$→
O$'∆$(O$∆$ 	 	 
*+∆$→
O$∆$( O$∆$  
    	 	 
*+∆$→ $($'∆$∆$$∙$'∆$ 
    	 	 >?@∆D→ (D'∆D(D∆D ∙ OD∙D'∆D 
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 	 	 	 	 	 	 >?@∆D→ (D'∆D(D∆D ∙ >?@∆D→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D∙D'∆D 
	 	 	 	  )D ∙ OD.	
 
Teorema 8. Si & y 	son derivables en	$	 y $ ≠  para todo $ ∈ ℝ entonces la función & definida por B&C $  &$$ es derivable en $ y 
a&b
) $  $ ∙ &)$  &$′$$~  
Demostración. 
Puesto que &  & ∙ O se tiene: 
	B&C) $  B& ∙ OC) $	
     &)$ ∙ BOC $ + &$ ∙ BOC) $ 
     &$$ + &$($$ 	 
     &$∙$(&$∙($$ . 
3.4 La regla de la cadena 
Con los teoremas de diferenciación vistos en la sección anterior se pueden encontrar 
derivadas de funciones & tales que &$ son suma finita de productos o cocientes de 
funciones polinómicas. Sin embargo existen una infinidad de funciones que no se pueden 
derivar directamente usando los teoremas vistos. Por tal razón es necesario utilizar un 
teorema llamado regla de la cadena que permite derivar funciones compuestas. Antes de 
mostrar el teorema definamos una función compuesta. 
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Definición 4. Sean & y   dos funciones de ℝ en ℝ  la función compuesta de  con &,  
que se nota & ∘ ,  se define : & ∘ $  &X$Y; 
donde el dominio de & ∘  es el conjunto de todos los números $ en el dominio de  
tales que $ se encuentra en el dominio de &. 
 
Teorema 9. (Regla de la Cadena) 
Si   es derivable en  y & es derivable en	  entonces & ∘  es derivable en  y  
& ∘  ´  &) ∙ ) 
Demostración. 
Definamos una función h) como sigue 
s   ¡¢ + y  ¡¢¢ + y  ¢ 	 , si	¢ + y  ¢ ≠ 0	¡)¢	, si	¢ + y  ¢  0 ¤ 
 Esta función  debe ser continua en 0. Cuando s es pequeño  + s   también 
es pequeño, de modo que si  + s   ≠  entonces h) estará próximo a &) y si   + s     entonces h) es en realidad igual a &). 
Por hipótesis & es derivable en	, esto significa que  

*+K⟶& + K  &K  &)	. 
 Así pues, si  g 1 0 existe algún h) 1 0 tal que, para todo  K, 
(1) si  < |K| < h),  entonces ¦&'K(&K  &)	¦ < n. 
Ahora bien si   es derivable en  y por lo tanto continua en	, de modo que existe un h 1 	tal que para todo s. 
(2) si  |s| < m, entonces | + s  | < h). 
68 Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de la derivada  
en el último grado de educación secundaria. 
 
 
Consideremos un s cualquiera con|s| < m. Si K   + s   ≠  entonces 
§  & + s  & + s    & + s  &s ; 
Se sigue de (2) que |K| < h)  y por lo tanto de (1) que 
|§  &)| < g. 
Por otra parte, si  + s    , entonces   §  &) de modo que se 
cumple que 
|§  &)| < g. 
Luego se ha demostrado que  

*+s⟶§  &)XY, 
 De modo que  es continua en 0. Ahora si  s ≠  se tiene que 
 
& + s  &s  § ∙  + s  s , 
aun cuando puede ser  + s     en tal caso ambos miembros de la expresión 
anterior son 0, Por lo tanto, 
 
  & ∘ ´ 
*+s⟶ &'s(&s 	 
    
*+s⟶§ ∙ 
*+s⟶ 	's(s  
    &) ∙ ) 
Con lo cual queda demostrado el teorema. 
 
  
 
4. Propuesta didáctica 
Como se mencionó en el capítulo 2, para que los estudiantes asimilen adecuadamente el 
concepto de la derivada deben tener claros los siguientes conceptos: 
1. Variables dependientes e independientes. 
2. Funciones y sus gráficas (Dominio y rango de una función). 
3. Función lineal y afín. 
4. Razón de cambio. 
5. Velocidad media de un cuerpo. 
6. Pendiente de una recta. 
 
Estas consideraciones se han tenido en cuenta al plantear las actividades que se van a 
proponer en este capítulo Las actividades están enfocadas alrededor de situaciones 
concretas, que le faciliten al estudiante la asimilación del concepto de la derivada y al 
docente la explicación del mismo. 
 
Esta propuesta se compone de siete temas y para cada uno de ellos se plantean dos 
actividades relacionadas con grado de dificultad diferente. Los temas son los siguientes:  
1. Identificación de variables dependientes e independientes: En esta actividad 
se busca que el estudiante identifique variables dependientes e independientes 
en una expresión y analice correctamente los datos presentes en una gráfica 
dada. 
2. Funciones y sus gráficas: En esta actividad se busca que el alumno reconozca 
el concepto de función y halle algunos dominios de funciones a través de la 
interpretación gráfica de ella. 
3. Función lineal y afín: Utilizando un problema común sobre el precio de venta de 
un artículo se quiere que el estudiante construya una tabla de valores donde 
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relacionen las variables dadas y que pueda representar la información en un 
gráfico. 
4. Razones de cambio promedio: Empleando un ejemplo sobre la temperatura de 
una persona y sobre la propagación de una enfermedad se busca que el 
estudiante calcule variaciones promedio y analice los resultados. 
5. Velocidad promedio e instantánea: A través de un ejemplo de caída libre de un 
cuerpo, se busca que el estudiante relacione las velocidades promedios con 
pendientes de rectas y pueda intuir que la pendiente de la recta secante se 
aproxima a la pendiente de la recta tangente en un punto dado y que esta es la 
velocidad instantánea en dicho punto. 
6. Derivada de una función: En esta actividad se busca inducir el concepto de 
derivada a través de los incrementos en las variables tiempo y desplazamiento; 
además se pretende que el estudiante encuentre las primeras derivadas de 
funciones elementales. Es de aclarar que en esta parte de las actividades el 
concepto de límite se manejará de manera intuitiva. 
7. Recta tangente a una función en un punto dado usando GeoGebra: En esta 
actividad se pretende que el estudiante a través del uso de un programa 
computacional como es el GeoGebra, construya el concepto de derivada de una 
función a través de rectas secantes que se aproximan a la recta tangente en un 
punto dado. 
4.1 Identificación de variables dependientes e 
independientes 
Actividades 
Objetivos: 
• Identificar variables dependientes e independientes en una expresión.  
• Establecer relaciones entre variables en un problema determinado. 
• Analizar los datos suministrados en una gráfica. 
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Definición 1. Una variable se define como una cantidad que puede ser susceptible de 
tomar cualquier valor dentro de un conjunto determinado.
expresión 6  &$ a las letras 
llama variable independiente
función, mientras que a 6 
dependen de los valores que se le asignen a la variable 
encuentran en el codominio de la función.
Por lo general en la gráfica
independiente se representa sobre el eje 
representa sobre el eje {. 
Actividad 1 
La empresa de energía eléctrica cobra a los consumidores una tarifa de $10 por k
hora para los primeros 50 kilovatios y $3 
superiores a los 50 por kilovatios hora. La gráfica
Tareas y preguntas 
De acuerdo a la información suministrada conteste las siguientes preguntas:
1. ¿Cuáles son las variables que intervienen en el problema?
2.  Indique cuál es 
intervienen en el problema. 
la derivada 
. 
 En una función$, 6  se les conoce como variables, a la variable 
 ya que $ puede tomar cualquier valor en el dominio de la 
se le conoce como variable dependiente porque sus valores $; los valores de 
 
 de una función 6  &$ en un plano cartesiano, la variable , mientras que la variable dependiente se 
adicionales por kilovatio para consumos 
 de cobro se muestra  a continuación
 
la variable independiente y la variable dependiente que 
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 dada por la $ se le 
6 se 
ilovatio 
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3.  ¿Cuánto debe cancelar un usuario que consume 30 kwh.?
4. ¿Cuánto debe cancelar un usuario que consume 50 kwh.?
5. ¿Cuánto debe cancelar un usuario que consume 70 kwh.? 
6. ¿Cuánto debe cancelar un usuario que consume 250 kwh.? 
7. Encuentre una ecuación que
relacionar el consumo en kilovatio
Actividad 2 
Durante dieciocho semanas un ecologista realiza un estudio sobre el núme
en un lago y los resultados obtenidos se muestran en la siguiente gráfica:
Observe cuidadosamente la gráfica y responda las siguientes preguntas:
1. ¿Cuáles son las variables del problema? Identifique la variable dependiente 
variable independiente que intervienen en el problema.
2. ¿Cuántos peces aproximadamente 
3. ¿Cuántos peces aproximadamente
4. ¿Cuál fue la semana donde se present
5. ¿Cuál fue el comportamiento del número de peces a partir de la semana 4?
6. Haga una conjetura de lo que está ocurriendo en el lago a partir de la semana 4
 
 
 
 
 
 
 le permita a la empresa de energía eléctrica
s con el costo. 
ro de peces 
 
 
 
 
había en el lago al inicio del estudio?
 había en el lago en la tercera semana?
ó el mayor crecimiento de peces?
 
 
y la 
 
 
 
 
.  
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4.2 Funciones y sus gr
Actividades 
Objetivo:  
• Interpretar la información 
• Evaluar funciones en valores determinados.
• Hallar el dominio y rango de una función a través de su gr
 
Definición 2. Sean A y 
correspondencia que asocia a cada elemento 
elemento 6 se llama la imagen 
el dominio de la función
conjunto de todas las imágenes 
usualmente se notan  6 
Un caso particular son las funciones en las cuales el dominio y 
conjunto de los números reales &:ℝ → ℝ  o  &: → ℝ   con 
Ejemplo. Un granjero tiene 200 metros de 
de encerrar un terreno rectangular. 
en uno de los lados del terreno
función de uno de sus lados
rango de la función que le permite resolver el problema.
la derivada 
. 
áficas  
suministrada en una gráfica de espacio contra tiempo.
 
áfica. 
B dos conjuntos, una función & de A $ de A un único elemento 
de $ bajo & y se nota como &$. El conjunto 
, el conjunto B se llama el codominio de la función6 se llama el rango de la función. Las funciones&$. 
codominioℝ		o un subconjunto de este. En este caso se nota  ⊆ ℝ. 
alambre de púas con el cual puede 
El granjero puede aprovechar una cerca ya existente
. Determine el área del terreno que se puede cercar en 
 usando todo el alambre disponible; halle el dominio y el 
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en B es una 6 de B. El 
A se llama 
 y el 
 
 son el 
terminar 
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Representemos las longitudes de 
anterior con el lado 6 paralelo al lado que tiene l
de la cerca que falta es 2$ + 6,  
granjero; es decir $ + 6     
Como el área de todo rectángulo es 
de la altura, se tiene que  
ecuaciones con dos incógnitas. 
Despejando 6		de la ecuación
reemplazarla en la ecuación (2) 
 
Por lo tanto, la expresión que determina el 
función del lado $	es 
La gráfica de dicha función se muestra a 
La función	$  $  $ es una
problema tenga sentido nos interesa el intervalo 
de este intervalo hará que 
 
los lados del terreno con $ y 6 como lo indica la figura 
a cerca ya existente, así que 
la cual debe ser igual a los 200 metros disponibles por el 
(1). 
el producto de la longitud de la base por la longitud $6 (2), con lo cual se obtiene un sistema de dos 
$ + 6        (1). 
  $6  (2) 
 (1), se tiene la expresión 6    2$
dará por resultado: 
$  2$  $  $. 
área del terreno que se quiere cercar 
$  $  $ 
continuación. 
  
  
 función de ℝ en ℝ; sin embargo para que
(0,100), ya que si $ toma valor$ ©  y no es viable en este caso considerar áreas 
 
la longitud 
  que al 
en 
 el 
es  fuera 
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negativas o cuyo valor sea cero.
intervalo ∞, 5000 pero nuevamente nos interesa 
Actividad 1 
La gráfica muestra la función
Observe cuidadosamente la gráfica
1. ¿Cuánto tiempo duró el viaje del vehículo
2. ¿Cuál fue la distan
3. ¿Cuál fue la distancia  recorrida por el vehículo durante las primeras cinco horas?
4. ¿Cuál fue la distancia total recorrida por el vehículo?
5. ¿Cuántos km por hora marca el velocímetro del vehículo en l
su respuesta. 
Actividad 2 
La posición de un objeto que se lanza hacia arriba 
por la función		6  G  O
es el tiempo. Si un objeto se lanza hacia arriba 
función posición será  6 
la derivada 
. 
 Ahora, el rango de la función	$  $
el intervalo cerrado (0,5.000]. 
 desplazamiento de un vehículo con en función de
 y responda las siguientes preguntas:
? 
cia  recorrida por el vehículo durante la primera hora? 
 
a hora 8
con una velocidad inicial 
  donde    O	+/J es la aceleración de la gravedad
con una velocidad inicial GS, Z	  r. 
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 $ es el 
 
l tiempo.  
 
 
 
 
? Explique 
G está dada 
 y  
  S, Z	+/J, su 
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1. Construya la gráfica de espacio contra tiempo de la función 6  S, Z	  r. 
2. ¿Cuál es la altura máxima que alcanza el cuerpo? 
3. ¿Cuánto tiempo tarda el cuerpo en alcanzar la altura máxima? 
4. Observe la gráfica que construyó y determine para qué valores de  la altura del 
objeto es nula. 
5. Usando la función de espacio contra tiempo 6  S, Z	  r	 hallar la altura del 
cuerpo para los siguientes tiempos:   , ,    , ,   1   O, R,    O, Z	 y   . 
6. ¿Qué le ocurre al objeto cuando el tiempo es  1 1?  
7. De acuerdo con la gráfica que construyó, halle el domino de la función.  
8. De acuerdo con la gráfica que construyó, halle el rango de la función. 
4.3 Función lineal y afín 
Actividades 
Objetivos:  
• Identificar funciones lineales y afines.  
• Establecer relaciones entre variables de funciones afines. 
• Graficar funciones lineales y afines a partir de los datos suministrados en un 
problema.  
 
Definición 3. Una función  & de ℝ en ℝ de la forma 6  &$  +$, con + ∈ 	ℝ			recibe 
el nombre de función lineal. El coeficiente + se llama pendiente y expresa el aumento 
o disminución de la variable dependiente 6 por cada unidad que aumenta o disminuya la 
variable independiente $. 
Las funciones lineales tienen las siguientes características: 
1. La gráfica de toda función lineal es una recta que pasa por el origen (0,0) de un 
sistema de coordenadas cartesianas. 
2. En las funciones lineales existe una proporcionalidad directa entre las variables $, 6, dicha proporcionalidad directa es la pendiente +. 
 
Una función  & de ℝ en ℝ de la forma 6  &$  +$ +  con +,  ∈ 	ℝ		y	 ≠ 0   recibe 
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el nombre de función afín. El coeficiente + se llama pendiente y  se llama ordenada al 
origen.    
Las funciones afines tienen las siguientes características: 
1. La gráfica de toda función afín es una recta que pasa por el punto , ,  ≠  
de un sistema de coordenadas cartesianas. 
2. En las funciones afines no existe una proporcionalidad directa entre las variables $, 6. 
Actividad 1 
Un empresa vende cada uno se los artículos que produce en $1500. 
De acuerdo a la información suministrada conteste las siguientes preguntas: 
1. Complete la siguiente tabla de valores 
Artículos 
Vendidos 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Ingreso   
 
        
 
2. ¿Cuál es el ingreso total por la venta de 45 artículos? ¿Y por  la venta de150 
artículos? 
3. Usando los datos de la tabla anterior construya una gráfica que relacione las 
variables que intervienen en el problema. 
4. Encuentre una función que relacione el número de artículos vendidos con el 
ingreso que recibe la empresa. 
5. ¿Qué tipo de función describe la gráfica? 
6. Halle la constante de proporcionalidad de la función. 
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Actividad 2 
Un fabricante determina que el costo total de producir cierto tipo de artículos es de 
$15.000 más $200 por cada uno de los artículos que produzca. Usando la información 
dada responda las siguientes preguntas. 
1. Complete la siguiente tabla de valores 
Artículos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Ingreso          
 
2. ¿Cuál es el costo total por la fabricación de 35 artículos? ¿Y por 150 artículos? 
3. Construya una gráfica que relacione las variables que intervienen en el 
problema. 
4. Encuentre una función que relacione el número de artículos producidos con el 
costo. ¿Qué tipo de función es? 
5. Halle el valor de la pendiente + de la función. 
6. Halle la ordenada al origen  de la función. 
4.4 Razón de cambio  
Actividades 
Objetivos:  
• Hallar razones de cambio.  
• Determinar la relación entre la gráfica de una función y la razón de cambio entre 
dos puntos determinados. 
 
Definición 4. Sea & una función de ℝ en ℝ, la razón de cambio de la función 	&	entre 
los valores 	$O y $ (con$O	 < $)  se define como: 	 ∆6∆$  	&$  &$$  $O 	 6  6O	$  $O 								con		$ ≠ $O. 
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Actividad 1 
Suponga que en cierta región surge una enfermedad contagiosa en la cual se presentan 
inicialmente 100 personas enfermas. Los casos se registran semanalmente y los 
resultados se muestran en la siguiente tabla: 
Semana	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	 12	Casos	 100	 244	 356	 436	 484	 500	 461	 392	 266	 160	 80	 40	
Usando la información dada responda las siguientes preguntas. 
1. ¿En promedio cuantos enfermos se presentaron en las primeras seis semanas? 
2. Construya una tabla en la cual se relacione el cambio de enfermos 
semanalmente. Semana	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	Casos	Nuevos	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
2. ¿En promedio cuántos enfermos nuevos se presentaron en las primeras cinco 
semanas? Compare su respuesta con la obtenida en la pregunta número 1. 
3. Usando la información de la tabla anterior realice un gráfico en el cual se 
relacionen las variables del problema. 
4. ¿Qué indica una diferencia positiva en el cambio del número de enfermos? 
5. ¿Qué indica una diferencia negativa en el cambio del número de enfermos? 
6. ¿En cuál semana el número de enfermos es más cercano a cero? 
 Actividad 2 
Se hace seguimiento a la temperatura de una persona entre las 15 y las 23 horas, los 
datos son registrados en la siguiente tabla: 
VJ	 15	 16	 17	 18	 19	 20	 21	 22	 23	
+F.	 37	 37.5	 38	 38,5	 39	 40	 40	 38	 37	
 
80 Capítulo 4. Propuesta didáctica. 
 
Usando la información dada responda las siguientes preguntas. 
1. ¿Cuál es el cambio de temperatura entre las 16 y las19 horas?. 
2. ¿Cuál es el cambio de temperatura entre las 20 horas y las 23 horas?. 
3. Realice un gráfico de la temperatura en función del tiempo. 
4. Calcule las razones de cambio entre las 15 y las 23 horas para intervalos de 
una hora. 
5. Realice el gráfico de las razones de cambio obtenidas en el punto 4. 
6. Complete la siguiente tabla utilizando los resultados del punto 3 y el punto 5. 
Temperatura Gráfica Razón de cambio 
Sube Sube Positiva 
Queda igual   
Baja   
7. Explique los resultados obtenidos en el punto anterior. 
4.5 Velocidad promedio e instantánea 
Actividades 
Objetivos:  
• Hallar velocidades promedio. 
• Relacionar velocidades promedio con razones de cambio 
• Hallar velocidades instantáneas 
 
Definición 5. Sea & una función de ℝ en ℝ  que mide la distancia cubierta por un 
objeto en movimiento en un tiempo , se define la velocidad promedio entre los 
instantes    y    (donde  < ± ) como: 
GF+  *J**+F  &  &    
 
Ejemplo. Un objeto se mueve en línea recta y su posición durante los primeros  minutos 
está dada por la función &  O   OT T con 0 ©  © 4 donde   es el tiempo en 
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minutos y & es la distancia en metros. Hallar la velocidad media en dicho intervalo de 
tiempo. 
Usando la definición de velocidad promedio tenemos
GF+  &R  &R  
Luego la velocidad promedio del objeto durante los primeros 4 minutos fue de 
Actividad 1 
En un experimento de caída libre se deja caer un objet
la distancia recorrida por el objeto en función del tiempo entre 0 y 3 seg
1. Calcule la velocidad promedio en
A(1.5,
A(1.5,
A(1.5,
A(1.5,
A(1.5,
A(1.5, 10) y B
A (1.5, 10) y B
 
la derivada 
. 
 
  BOR  OTRTC  BO  OTTCR    R  O
o. La siguiente figura  representa 
undos
 
tre los siguientes pares de puntos
#J ²
*			#+	* 
 10) y B1(2.5, 28)  
 10) y B2(2.4, 26)  
 10) y B3(2, 18)  
 10) y B4(1.8, 15)  
 10) y B5(1.57, 11)  
6(1.501, 10.14)  
7(1.5001,10.12)  
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O. r+/J. 
. 
:  
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2. ¿A medida que  se aproxima
promedio? 
3. Dibuje las rectas secantes a la grafica en
graficas dadas a continuación.
 
 
 
 
4. ¿A qué conclusión puede llegar observando las
punto anterior y la respuesta obtenida en el 
 
 a 1.5 a qué valor se aproxima la velocidad 
 los puntos  y  en cada una de las 
 
 
 rectas secantes dibujadas en el 
punto 2? 
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Actividad 2 
Si dejamos caer un objeto desde un edificio de 125 mts. de altura la posición del objeto 
en cualquier momento estará dada por la expresión:  &  Or  O 	O 	 	Or  r.     
1. Utilizando papel milimetrado realice un gráfico de la función. 
2. Complete la información pedida en la siguiente tabla: 
 
 & &T  & T   GF+  &T  &T    
2     
2,5     
2,9     
2,99     
2,999     
2,9999     
 
3. De acuerdo con la información hallada en la tabla anterior a medida que  se 
aproxima a 3, ¿a qué valor se aproxima &? 
4. De acuerdo con la información hallada en la tabla anterior a medida que  se 
aproxima a 3, ¿a qué valor se aproxima la velocidad promedio GF+  	&T&T 	?  
5. ¿A qué conclusión puede llegar? 
4.6 Derivada de una función 
Actividades 
Objetivos:  
• Utilizar la definición de derivada de una función. 
• Deducir las primeras formulas para calcular derivadas de funciones. 
• Calcular la velocidad instantánea de un objeto. 
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Definición 6. Sea &una función deℝ en ℝ , la derivada de &  en $ que se nota &)$ se 
define como: 
&)$  >?@s→ &$ + s  &$s 	, 
siempre y cuando el límite exista. El proceso de calcular la derivada se llama 
derivación. 
 
 
Ejemplo. Hallar la derivada de la función &$  T$.  
Por medio de la definición de derivada &)$  >?@s→ &	$'s(&$s 	 se tienen los siguientes 
pasos: 
1. &)$  >?@s→ T$'s(T$s 	 
2. 	&)$  >?@s→ TX$'$s'sY(T$s      
3. &)$  >?@s→ T$'$s'Ts(T$s   
4. &)$  >?@s→ $s'Tss    
5. &)$  >?@s→ s$'Tss 			 
6. &)$  >?@s→$ + Ts  
7. &)$  $ + T Evaluando el límite cuando s tiende a cero 
8. &)$  $		 
Luego la derivada de la función &$  T$ es &)$  $. 
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Actividad 1 
La posición de un cuerpo está dada por la función s  O. 
1. Utilizando la función s  O, calcule la posición del cuerpo después de    1,   2,   3 segundos. 
2. Halle la velocidad promedio entre   1,5 y    2,5. 
3. Complete la información de la siguiente tabla utilizando la función	s  O. 
O + ∆    O ∆    O s sO ∆s  s  sO ∆s∆  
1.5+1.00 2.5 1.5 1 100 36 64 64 
1.5+0.4        
1.5+0.2        
1.5+0.01        
1.5+0.001        
1.5+0.0001        
4. ¿A medida que   se aproxima a 1.5 a qué valor se aproxima la velocidad 
promedio del cuerpo?  
Actividad 2 
1. Observe cuidadosamente los datos suministrados en la primera fila de la 
siguiente tabla y complétela. 
&$ &$ + s &$ + s  &$ &$ + s  &$s  >?@s→ &$ + s  &$s  *G	& ´$ ` 
O$ O$ + s O$ + s  O$ O$ + s  O$s  >?@s→ O$ + s  O$s  T$ Z$ 
     
R$ 
     
$ 
     
$T 
     
$T 
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2. Utilizando la información encontrada en el punto anterior compare la respuesta  
del punto 4 de la actividad anterior con >?@∆→ ∆s∆  de la función s  O en 
1.5. ¿A qué conclusión puede llegar? 
3. Con los resultados hallados en la tabla anterior halle una expresión general 
para la derivada de funciones de la forma &$  $. 
4.  Evalué 	&′$ en cada una de las funciones encontradas en la tabla para $  0, $  1, $  2, $  3. 
5. Complete la información de la siguiente tabla utilizando las funciones	dadas 
 
s$ s$ + s s$ + s  	s$ s$ + s  	s$s  >?@∆→s$ + s  	s$s  *G	s ´ ` 
Z$ 8´ + s 8´ + s  8´ 8´ + s  8´y  >?@s→ 8´ + s  8´y  8 $ +  
     
$ 
     T$      
r$  O      Z$ + R 
     
r$  T      
 
6. Con los resultados hallados en la tabla anterior halle  una expresión general 
para hallar la derivada de funciones de la forma &$  $ +  con   y  
números reales. 
 
 
 
 
Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de la derivada 
en el último grado de educación secundaria. 
87
 
 
 
 
 
4.7 Recta tangente a una función en un punto dado 
usando GeoGebra  
Actividades 
Objetivos:  
• Entender el concepto de derivada de una función en un punto dado a través del 
uso de GeoGebra. 
• Familiarizar a los estudiantes con el uso del programa GeoGebra. 
Actividad 1 
1. Dada la función ¡´  ´~ + ´ + 1  de ℝ en ℝ, tome dos puntos A y B sobre la 
gráfica de la función  y observe la variación de la recta secante cuando el punto 
B se acerca cada vez más al punto A. Los pasos para desarrollar esta actividad 
se encuentran en el Anexo A. 
Actividad 2 
2. Utilizando los pasos descritos en el Anexo A construya la función               ¡´  ´µ  4´~ + ´ + 5	, de ℝ en ℝ, tome dos puntos A y B sobre la gráfica 
función  y observe la variación de la recta secante cuando el punto B se acerca 
cada vez más al punto A. 
3. ¿De acuerdo a los resultados de las actividades 1 y 2, qué ocurre cuando el 
punto B se aproxima al punto A? 
4. ¿Cómo son las pendientes de la recta secante y la recta tangente cuando el 
punto A coincide con el punto B? 
 
 
 
 
  
 
5. Conclusiones y recomendaciones 
5.1 Conclusiones 
En el desarrollo de este trabajo El propósito principal de este trabajo fue el de elaborar 
una propuesta didáctica que  permita a un estudiante de último grado de educación 
secundaria comprender el concepto de derivada. Para llevarla a cabo, inicialmente se 
identificaron algunos de los problemas que motivaron a los matemáticos del siglo XVII 
para desarrollar el concepto de la derivada. En primera instancia, se expusieron las ideas 
que tuvo Pierre de Fermat para dividir un segmento en dos partes de tal manera que el 
producto de ellos sea máximo, y cómo hizo éste matemático para hallar el área de un 
rectángulo en términos de uno de sus lados a pesar de que Fermat no consideraba el 
área como una función de sus lados.  
 
Fermat en su proceso de hallar máximos y mínimos y sin considerar cantidades 
infinitesimales, se acercó bastante al proceso que hoy en día usamos para hallar la 
derivada de una función en un punto y específicamente para hallar valores máximos y 
mínimos de una función.  
 
Por su parte, René Descartes con su obra La Geometría contribuyó con el desarrollo del 
cálculo diferencial, ya que él dió el primer paso hacia la matemática de las variables. De 
igual manera, Descartes permitió que la geometría de los griegos fuese llevada a un 
nuevo nivel en el cual la solución de los problemas se hacía a través del uso del álgebra 
simbólica. En cuanto a Newton y Leibniz, se puede establecer que estos matemáticos 
retomaron las ideas y métodos que sus antecesores habían desarrollado para hallar 
tangentes, áreas, máximos y mínimos y los integraron en los conceptos que ahora se 
llaman derivada e integral. Aunque Newton y Leibniz desarrollaron sus cálculos de 
manera independiente y con notaciones diferentes ambos coincidieron en construir su 
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cálculo sobre cantidades variables, lo cual facilitó que más adelante la derivada pudiese 
ser definida como un límite de la forma en que actualmente la conocemos. 
El segundo capítulo se orientó sobre la importancia de la razón de cambio para medir las 
variaciones de una cantidad con respecto a otra; la noción de razón es fundamental para 
que el estudiante pueda comprender la definición de derivada y es necesario que el 
docente utilice todos los ejemplos que estén a su alcance en donde se involucre la razón 
de cambio para inducir el concepto de derivada. Para ello, se debe partir de una buena 
base conceptual en lo que se refiera a función, variables dependientes e independientes, 
y velocidad de un cuerpo. Además de lo anterior el estudiante debe poseer una buena 
interpretación de gráficas en las cuales pueda lograr la interrelación de variables 
especialmente las que tienen que ver con espacio tiempo.  
 
En cuanto al uso de las (TICS) Tecnologías de la Información y Comunicación, estas han 
hecho que el campo de la educación se revolucione de tal manera que hoy en día no se 
habla sobre la necesidad de estas al interior del aula de clase, sino de las ventajas que 
tienen en el desarrollo de pensamiento por parte del estudiante y de cómo el docente 
puede cada día innovar estrategias para brindar una educación de mejor calidad. Es por 
esta razón que el uso de softwares como el  GeoGebra, permite que el estudiante pueda 
aprender los conceptos matemáticos rápidamente, especialmente aquellos que están 
relacionados con la derivada de una función. Además de lo anterior GeoGebra hace que 
la labor del docente sea más fácil en cuanto a las explicaciones matemáticas, 
permitiendo que sus clases sean más dinámicas y se acerquen más a las necesidades 
de los jóvenes de hoy, quienes necesitan de una formación mas interactiva a través del 
uso de las nuevas tecnologías como el computador, las tablets y los celulares. 
 
En algunos textos de matemáticas de bachillerato cuando se explica la derivada de una 
función en un punto es común que se recurra al problema de la recta secante en una 
curva, en la cual un punto  se aproxima cada vez más a un punto fijo ; en este proceso 
de acercamiento, la recta secante se convierte en la recta tangente en el punto  fijo .  
A los estudiantes se les pide que construyan rectas secantes que cada vez se aproximan 
a la tangente y se les trata de convencer que si este proceso se sigue en forma indefinida 
la recta secante se convierte en la recta tangente. Con el uso de GeoGebra este proceso 
es fácilmente verificable y el estudiante puede apreciar fácilmente que esto es así. Hace 
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20 años o más era imposible dar una explicación de la derivada en un punto usando este 
tipo de programas matemáticos. Hoy en día podemos ver como en diferentes páginas de 
internet existen applets que explican este concepto de una manera clara, haciendo que el 
estudiante pueda comprender el concepto de derivada de manera rápida y efectiva. 
5.2 Recomendaciones 
 
Al elaborar esta propuesta didáctica no se pensaba específicamente en la utilización de 
GeoGebra como herramienta didáctica para la enseñanza del concepto de derivada, al 
finalizar este trabajo se pudo apreciar las ventajas que tiene este software en la 
enseñanza de las matemáticas especialmente del cálculo. Esta propuesta didáctica que 
se planteó puede ser utilizada como una referencia para elaborar futuras propuestas en 
las cuales se explore el concepto de la derivada a través de programas matemáticos 
como el GeoGebra y contrastar el aprendizaje de los  estudiantes que utilizan un 
software matemático frente a aquellos que aprenden a través del modelo tradicional de 
enseñanza-aprendizaje. 
 
Durante la elaboración de este trabajo se hizo una breve descripción histórica de los 
problemas matemáticos que motivaron el origen de la derivada. Esta parte histórica debe 
ser un elemento importante para todo docente, ya que usar la historia como elemento de 
apoyo puede hacer que el estudiante aprenda de manera clara, amena y sencilla los 
diferentes temáticas relacionadas con la matemática. Esta idea es argumentada por 
Grabiner, J. (1983), quien plantea que “un buen conocimiento de los aspectos históricos y 
epistemológicos de los conceptos matemáticos, no sólo aporta conocimiento disciplinar, 
sino también didáctico y epistemológico, pues contribuye al desarrollo profesional del 
profesor y puede ayudarle a mejorar su práctica docente”. Al acercar a los estudiantes al 
concepto de la derivada de una función desde una perspectiva histórica y relacionarla 
con sus diferentes aplicaciones, permitirá que éste  se apropie de una mejor manera de 
dicho conocimiento matemático. 
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Como se pudo apreciar en el primer capítulo de este trabajo, el concepto de la derivada 
nació a raíz de un problema de máximos y mínimos tema que no fue desarrollado en esta 
propuesta didáctica, sin embargo, se espera que con las actividades presentadas  y los 
temas desarrollados le permita al lector un mejor acercamiento a este tema, en mi caso, 
será un aspecto que empezaré a explorar a partir de este momento. 
 
 
  
 
A. Anexo: Uso del software GeoGebra 
como herramienta para abordar el 
concepto de derivada de una función  
GeoGebra es un software matemático interactivo libre para la educación en colegios y 
universidades. Su creador Markus Hohenwarter comenzó el proyecto en el año 2001 en 
la Universidad de Salzburgo y lo continúa en la Universidad de Atlantic Florida. 
GeoGebra está escrito en Java y por tanto está disponible en múltiples plataformas.  
Es básicamente un procesador geométrico y un procesador algebraico, es decir, un 
compendio de matemática con software interactivo que reúne geometría, álgebra y 
cálculo, por lo que puede ser usado también en física, proyecciones comerciales, 
estimaciones de decisión estratégica y otras disciplinas. Su categoría más cercana es 
software de geometría dinámica. Con GeoGebra pueden realizarse construcciones a 
partir de puntos, rectas, semirrectas, segmentos, vectores, cónicas, etc., mediante el 
empleo directo de herramientas operadas con el ratón o la anotación de comandos en la 
Barra de Entrada, con el teclado o seleccionándolos del listado disponible. Todo lo 
trazado es modificable en forma dinámica: es decir que si algún objeto B depende de otro 
A, al modificar A, B pasa a ajustarse y actualizarse para mantener las relaciones 
correspondientes con A.  
GeoGebra permite el trazado dinámico de construcciones geométricas de todo tipo así 
como la representación gráfica, el tratamiento algebraico y el cálculo de funciones reales 
de variable real, sus derivadas, integrales, etc. 
Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/GeoGebra 
Para descargar GeoGebra se puede acceder al siguiente link a través de Google 
http://geogebra.softonic.com/descargar 
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En esta actividad se pretende que el estudiante use el Software GeoGebra para hallar la 
recta tangente a una función en un punto dado y pueda relacionar el límite de  la 
pendiente de la recta secante  con la pendiente de la recta tangente en un punto dado.  
Para comenzar  con la actividad usando GeoGebra abrimos una nueva ventana. 
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En la ventana algebraica escribimos la función ¡´  ´~ + ´ + 1, automáticamente 
GeoGebra dibuja la función. 
 
 
Haciendo clic derecho sobre la gráfica de la función aparece una nueva ventana y en 
propiedades del objeto hacemos nuevamente clic para cambiar el color de la función.
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En este caso seleccionamos el color azul para la función cuadrática y damos aceptar. 
 
Si deseamos darle un rotulo a la función hacemos nuevamente clic derecho sobre la 
función y aparece una nueva ventana, en propiedades del objeto hacemos nuevamente 
clic en el botón de básico y posteriormente en mostrar rotulo y aparecerá en la venta 
de GeoGebra ¡´  ´~ + ´ + 1. 
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Haciendo clic en el botón de nuevo punto situamos dos puntos sobre la gráfica, por 
defecto Geogebra los nombra como A y B respectivamente.  
 
Ubicamos el cursor sobre el punto A y hacemos clic derecho sobre el punto, en el menú 
contextual preferencias del punto A hacemos clic sobre objeto fijo y de esta manera el 
punto quedará fijo, mientras que el punto B se puede desplazar sobre la gráfica de la 
función &$  $ + $ + O. 
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Ahora hacemos clic en el botón de tangentes en la barra de menú y trazamos la recta 
tangente a la función &$  $ + $ + O en el punto A. 
 
Hacemos clic sobre la función y sobre el punto A, automáticamente se trazará la recta en 
dicho punto, en la ventana de vista algebraica aparecerá la ecuación de la recta 
tangente. 
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Hacemos clic derecho sobre la recta tangente y en propiedades del objeto le 
cambiamos el color, seleccionamos el rojo y damos aceptar, automáticamente la 
tangente se vuelve de  color rojo. 
 
Ahora calculamos su pendiente con el comando pendiente escribiendo en la barra de 
entrada el comando pendiente y luego haciendo clic sobre la recta. 
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Escribimos en la barra de entrada m=pendiente[a] en donde a es el parámetro que por 
defecto escoge el programa GeoGebra para hallar la pendiente y luego damos enter. 
 
Automáticamente se dibujará un triángulo en el punto A y  el programa dará el valor 
respectivo de la pendiente en este caso es m= 1.
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Hacemos clic en el botón de recta paralela para hallar la recta que pasa por el punto A y 
que sea paralela al eje X. 
 
 
Hacemos clic sobre el punto A y sobre el eje X y automáticamente se dibujará la recta 
que pasa por el punto A y que es paralela al eje X. 
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Ahora trazamos la recta que pasa por el punto B y que es paralela al eje Y. 
 
Hallemos el punto de intersección C entre las dos rectas haciendo clic sobre el icono de 
nuevo punto y luego se hace nuevamente clic en intersección de dos objetos. 
 
Anexo A. Uso de GeoGebra como herramienta para abordar el concepto de 
derivada de una función. 
103
 
 
 
 
 
Haciendo clic derecho sobre la recta horizontal aparece un nuevo menú y hacemos clic 
en el botón de muestra objeto para ocultar la recta horizontal, lo mismo hacemos con la 
recta vertical para únicamente quedarnos con el punto C. 
 
El siguiente paso es ocultar las dos rectas y únicamente dejar el punto de intersección C. 
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Hacemos clic sobre el botón segmento entre dos puntos  y dibujamos el  segmento 
entre los puntos A y C.  
 
Nuevamente hacemos clic sobre el botón segmento que pasa por dos puntos  y 
dibujamos el  segmento entre los puntos B y C.  
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Hacemos clic sobre el botón recta que pasa por dos puntos para hallar la recta que 
pasa por los puntos A y B. 
 
 
Hacemos clic sobre los puntos A y B y automáticamente se traza dicha recta. 
 
106 Anexo A. Uso de GeoGebra como herramienta para abordar el concepto de 
derivada de una función. 
 
Ahora hallemos el ángulo en el punto A haciendo clic en la ventana ángulo. 
 
Luego hacemos clic en el punto C, A y B respectivamente y automáticamente GeoGebra 
calcula el ángulo en el punto A, en este caso es de 67,85o. 
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En el icono de insertar texto hacemos clic para introducir un texto dinámico. 
 
En la ventana de insertar texto de GeoGebra escribimos hacemos el cociente entre el segmento 
vertical y el segmento horizontal escribiendo "Pendiente de la recta Secante AB="e/d  y luego 
hacemos clic en ok, esto con el fin de hallar la pendiente de dicha recta secante AB; ésta se 
modificará cuando se mueva el punto B sobre la función &$  $ + $ + O. 
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En este caso la pendiente  de la recta secante AB es  2.21. 
 
A medida que se acerque el punto B al punto A, la pendiente de la recta secante AB se 
convierte en la pendiente de la recta tangente en el punto A y el ángulo en el punto A 
cambia. 
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Vemos que el efecto que produce el arrastrar el punto B sobre la función hace que la 
pendiente de la recta secante AB se acerca a 1, la cual es la pendiente de la recta 
tangente en el punto A. 
 
Cuando el punto B coincide exactamente con el punto A la recta secante se convierte en 
la recta tangente a la función &$  $ + $ + O en el punto A=(0,1). 
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Al mover el punto C se observa que la recta secante cambia y de la misma manera su 
pendiente y su ángulo. 
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